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Resume. — Nous presentons une expression explicite pour la hauteur normalisee d'une variete 
Li^ ' torique projective. Cette expression se decompose comme somme de contributions locales, chaque 

>-^ \ terme etant I'integrale d'une certaine fonction concave at affine par morceaux. Plus generalement, 

nous obtenons une expression explicite pour la multihauteur normalisee d'un tore relative a 
plusieurs plongements monomiaux. 
Cu ' L'ensemble de fonctions introduit se comporte comme un analogue arithmetique du polytope 

classiquement associe a Taction du tore. En plus des formules pour les hauteur et multihauteurs, 
nous montrons que cet objet se comporte de maniere naturelle par rapport a plusieurs construc- 
tions standard : decomposition en orbites, formation de joints, produits de Segre et plongements 
de Veronese. 



normalisee, on s'appuie sur le calcul d'une fonction de Hilbert arithmetique appropriee. 
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^O . La demonstration suit une demarche indirecte : a la place de la definition de la hauteur 
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Abstract. — Normalized height of projective toric varieties. We present an explicit 
expression for the normalized height of a projective toric variety. This expression decomposes 
f"^ . as a sum of local contributions, each term being the integral of a certain function, concave 

and piecewise linear-affine. More generally, we obtain an explicit expression for the normalized 
multiheight of a torus with respect to several monomial embeddings. 

a The set of functions introduced behaves as an arithmetic analog of the polytope classically 

associated with the torus action. Besides the formulae for the height and multiheight, we show 
^ ^ that this object behaves in a natural way with respect to several standard constructions: decom- 

T '~j ' position into orbits, joins, Segre products and Veronese embeddings. 

\^ . The proof follows an indirect way : instead of the definition of the normalized height, we rely 

C^ ' on the computation of an appropriate arithmetic Hilbert function. 

Introduction et resultats 

La hauteur d'une sous- variete X C P^(Q) est une mesure de la complexite binaire d'une 
representation de X, par exemple via sa forme de Cliow. Cet invariant numerique est done 
relevant en geometrie algebrique et en algebre commutative effectives, oil il joue un role 
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important, notamment dans le cadre du Nullstellensatz efFectif et de la resolution de systenies 
d'equations polynoniiales, voir par exemple [KPSOl], [GHP97]. 

La notion de hauteur de sous-varietes generalise celle appliquee aux points par Siegel, 
Northcott et Weil entre autres, pour etudier des questions d' approximation diophantienne. En 
dimension superieure, cette notion est un analogue arithmetique du degre, ou plus precisement 
d'un bi-degre dans P^ x P . Par exemple, elle verifie des analogues du theoreme de Bezout et 
de la formule de Hilbert-Samuel [BGS94], [Phi95]. 

II existe en fait diverses notions de hauteur, certaines presentant des proprietes d'invariance 
par rapport a des operations geometriques significatives. En particulier, I'espace projectif pent 
etre vu comme une compactification equivariante du tore (P^)° := P^ \ {{xq : • • • : xn) '■ 
xq- ■ ■ xjsf = 0}, la structure de groupe de (P^)° permettant de definir une notion de hauteur 
pour les sous-varietes de P^ plus canonique que les autres, appelee hauteur normalisee. Cette 
notion joue un role central dans I'approximation diophantienne sur les tores, et tout partic- 
ulierement dans les problemes de Bogomolov et de Lehmer generalises, voir [DP99], [ADOS] 
et leurs references, voir egalement [DavOS] pour un apercu historique. 

Suivant [DP99], la hauteur normalisee pent se definir par un procede « a la Tate » . De 
fagon precise, pour k £ N on pose [k] : P^ —^ P^, (xq : • • • : xn) i— > {xq : • • • : x^) 
I'application puissance fc-ieme ; restreinte au tore (P^)° c'est I'application de multiplication 
par k. La hauteur normalisee d'une sous-variete (reduite et irreductible) X C P est par 
definition 

h{X) := deg(X) . lim , ^.^^'"j.f,^^, £ M+ , 
fe^oo k deg([A;J X) 

oil deg et h designent le degre et la hauteur projective, voir [DP99, § 2] ou le paragraphe L2 ci- 
dessous. Cette hauteur pent aussi se definir via la theorie d'Arakelov, comme la hauteur de la 
cloture de Zariski de X dans P^^ (I'espace projectif de dimension N sur Spec{OK)) relative 
au fibre en droites universel 0(1) muni d'une metrique hermitienne canonique [Zha95b], 
[MaiOO]. 

Contrairement au degre, il y a peu de cas oil I'on salt calculer explicitement la hauteur d'une 
variete, qui se revele alors etre toujours un nombre remarquable. Pour les hyper surf aces, la 
hauteur normalisee s'ecrit comme somme de contributions locales aux places archimediennes, 
dont chacune est la mesure de Mahler locale d'une equation de definition de X. Les valeurs 
des mesures de Mahler sont tres etudiees, en particulier a cause de leurs connexions avec les 
valeurs speciales des fonctions L, voir [Boy98] et ses references. Une autre situation ou la 
hauteur normalisee est connue est celle des varietes de torsion, c.-a-d. les sous-varietes telles 
que X° := X n (P^)° soit le translate d'un sous-groupe par un point de torsion ; dans ce cas 
la hauteur normalisee est nulle, et c'est le seul cas oii cela se produit. 

Pour la hauteur dite projective, le calcul d'exemples a ete surtout developpe pour les espaces 
homogenes sous un groupe de Chevalley [KK02], et de fagon plus explicite pour les SLtv- 
grasmaniennes et d'autres varietes du meme type [TamOO]. En dehors de ces cas, il y a 
quelques resultats pour certaines hyper surf aces, voir par exemple [BY98]. 

Les varietes toriques sont I'une des principales sources d'exemples en geometrie algebrique. 
Dans le present texte, nous etudierons la hauteur normalisee des varietes toriques projectives, 
definies comme les sous-varietes de P^ stables par rapport a une action diagonale d'un tore 
dont une orbite est dense. A une telle variete A^^q, (oia plutot a Paction du tore et au choix 
d'un point dans I'orbite principale) nous associons un ensemble de fonctions concaves et affines 
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par morceaux 

indexe par les places d'un corps de nonibres approprie, chaque fonction '&A,Tav stant definie 
sur le polytope Q^ C M" classiquement associe a Taction du tore, au moyen du vecteur poids 
Tav £ K'^"''^, voir ci-dessous pour les details. 

Notre resultat principal (theoreme 0.1 ci-dessous) affirme que la hauteur h{Xj\^^a) s'exprime 
comme somme de contributions locales, dont chaque terme est I'integrale de la fonction corre- 
spondante. De plus, cette expression s'etend en une expression explicite pour la multihauteur 
normalisee d'un tore relative a plusieurs plongements monomiaux. 

L'ensemble de fonctions QA,a se comporte comme un analogue arithmetique du polytope 
Qj\^. En plus des formules pour la hauteur et multihauteur, nous montrons que cet objet se 
comporte de maniere naturelle par rapport a d'autres constructions standard : decomposition 
en orbites, formation de joints, produits de Segre et plongements de Veronese. 

Soit T" := (Q )" le tore algebrique et P^ I'espace projectif sur Q, de dimensions n et 
A^ respectivement. Soit A = (oq, . . . ,aAr) G (Z"')^+^ une suite de iV + 1 vecteurs de Z", on 
considere alors Taction diagonale de T" sur P 

*A : T" X P^ ^ P^ , (s, x) ^ (s'^o xo : • • • : s"^ xq) . 

On s'interesse a Tadherence de Zariski des orbites de cette action ; pour un point a = (cto : 



a^) G P^ on pose 



jAf 



XA,c.:=T^*Aa C 

la variete torique projective associee au couple {A, a). Autrement-dit, Xji^^a est Tadherence de 
Zariski de Timage de I'application monomiale 

fA,a ■■= *aU : T" ^ P^ , s^ (ao s"^' : • • • : a^v s"^) • 

C'est done une variete torique projective au sens de [GKZ94], c.-a-d. une sous-variete de P 
stable par rapport a Taction d'un tore T", avec une orbite dense X^^ := T" *^ a. 

Pour simplifier I'exposition, on suppose a G (P^)° dans le reste de cette introduction, et on 
fixe desormais un systeme de coordonnees projectives de a dans (K^)'^^^ oil K est un corps 
de nombres approprie. Soit L_4 C Z" le sous-module engendre par les differences des vecteurs 
ao, . . . ,a]\f- On supposera aussi L_a = Z", ce qu'en particulier implique dim(X_4) = n. Nous 
renvoyons au paragraphe I.l pour le cas general. 

On notera X^ la variete torique associee k A G (Z")^"*"^ et (1, . . . , 1) € (Q^)^+^. Dans ce 
cas, Torbite principale X'^ est un sous-groupe du tore (P^)° ; d'ailleurs tous les sous-groupes 
algebriques connexes de (P )° sont de cette forme. Dans le cas general 

ou • designe la multiplication dans (P^)°. Autrement-dit, Torbite principale de X^^^a est le 
translate d'un sous-groupe. 

Suivant la philosophic generale de la theorie des varietes toriques, la plupart des pro- 
prietes geometriques de ces varietes peuvent se traduire en des enonces combinatoires sur 
les vecteurs ao, . . . ,ajv G Z" definissant Taction. En ce qui concerne la theorie de Tintersec- 
tion geometrique de ces varietes, le resultat le plus fondamental est que le degre s'identifie au 
volume n-dimensionnel de Tenveloppe convexe Q_a^ := Conv(ao, • • • ,a]\f) C M" : 

deg(X^) = n!Vol„(Q^) . 
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Le but principal du present texte est d'etablir un analogue arithmetique de ce resultat. Soit 
Mk I'ensemble des places du corps K, pour chaque v € Mk on considere le vecteur Tav '■= 
(log laoli); • • • )log [aAf|i.) € M^+^ et le polytope 

Qa,tc,v ■=Conv{{ao,log\ao\v),---,{aN,log\aN\v)) C M"^^ , 

dont la toiture au-dessus de Q_a (c.-a-d. I'enveloppe superieure) s'envoie bijectivement sur Q_a_ 
par la projection standard IR"'^-'^ -^ R". On pose alors 

^^,r<,„ : Q^ ^ M , x^ max {y € M : (x, y) £ Q^,r„„} 

la parametrisation de cette toiture ; c'est une fonction concave et ajfine par morceaux. 
Theorems 0.1. — Soit A £ (Z")^+i td que L^ = Z" et a £ (K^)^+i, alors 



h{X^,a) 



in 



+ 1)' E 



[K: 



'&A,T„v dxi--- dxr. 



veMx 
pour presque tout v, done cette somme ne contient qu'un nombre fini 



Notons que Tav 
de termes non nuls. 

Illustrons cette formule sur un exemple : considerons la courbe cubique C C P^, adherence 

de I'image de I'application T^^P^,si-^(l:4s:— s :— s). Les figures suivantes montrent 
les polytopes associes et leurs toitures, pour chaque place v G Mq : 



log(4) 




u = oo 



log(2) 



-log(4) 




log(3) 




i; 7^ oo, 2, 3 



7 log(2) + 3 log(3) 



Ainsi 7?t, = pour v ^ oo, 2, 3, d'oii 

h{C) = 2! ( /" ^oodx + I ^2dx + f ^sdx] 

Nous remarquons qu'en dehors des cas des points, hypersurfaces binomiales et varietes de 
torsion, aucun calcul de ce type n'etait precedemment connu. Egalement, ce resultat est bien 
plus qu'une simple formule calculant /i(^^,a)- L'ensemble des fonctions ainsi construit 

se comporte comme un analogue arithmetique du polytope Qj[. En plus de satisfaire a la 
formule pour la hauteur, cet objet est compatible avec la decomposition en orbites, voir § IV. 1. 
Nous montrons aussi qu'il fournit une traduction combinatoire naturelle des operations simples 
telles que la formation de joints, produits de Segre et plongements de Veronese, voir § IV. 4. 
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Comme consequence immediate de ce resultat, on verifie h{X_A^a) G log(Q n M^) ; on en 
deduit que le nombre h{X_4^^a) est transcendant des qu'il est non nul, grace au theoreme de 
Baker (voir par exemple [WalOO, Thm. 1.6]). D'apres le theoreme de Zhang [Zha95a] (c.-a-d. 
I'analogue du probleme de Bogomolov sur T^) ceci equivaut a ce que X_A,a ne soit pas une 
sous-variete de torsion ; ainsi on a 

Corollaire 0.2. — Soit A € (Z")^"*"^ et a ^ {K^)^~^^ tel que que X^^^a n'est pas une variete 
de torsion, alors /i(X^^q) ^ Q. 

Un couple (^, a) est dit symetrique si la variete Xj^^a est symetrique par rapport a I'in- 
version [-1] : (P^)° ^ (P^)°, (xq : ■ ■ ■ : xn) ^ (xq^ :'•••: x^^), c.-a-d. si X^^^-i = X^,«. 
Dans ce cas, le resultat pent se reformuler en une expression dont les termes locaux sont des 
volumes de polytopes (Corollaire III. 8) 

veMK ^ ' -* 

Plus generalement, il est possible d'attacher a une variete une multihauteur normalisee 
relative a plusieurs plongements projectifs. Soient 

Ai G (Z")^'+i , ai G (i^^)^»+i , 

tels que L^^. = Z" pour i = 0, . . . ,n. Chaque couple {Ai, ai) definit un plongement monomial 

(/7i : T" ^ F^' et on note 

K((A,ao),...,(A,a„);'ir") GM+ 

la multihauteur normalisee du tore T" relative a ces plongements; la hauteur /i(X_4^a) cor- 
respond au cas {Ai,ai) = {A,a) pour tout i. Nous donnons aussi une expression explicite 
pour cette multihauteur. Pour cela, nous introduisons la notion dHntegrale niixte (ou niulti- 
integrale) MI(/o, . . . , /„) d'une famille de fonctions concaves fi : Qi —^ M. definies sur des 
ensembles convexes compacts Qi C M". Ceci generalise I'integrale d'une fonction concave, on 
renvoie au paragraphe IV. 3 pour sa definition et proprietes de base. 

Pour i = 0, . . . ,n et V £ Mk on designe par 'di^^ : Q^. ^ M la fonction parametrant la 
toiture du polytope Qi^y C M"+^ au-dessus de Q_a^ associe au poids Ta^v '■= (log |ajoU) • • • > 
log\aiNi\v)- 

Theoreme 0.3. — Soit Aq G (Z")^"+\ . . . , ^„ G (Z")^"+^ tels que Lj,^ = Z" pour i = 
0,...,n etaoG (/i:^)^o+i, . . . , a„ G (i^><)^"+i, alors 

K((A,ao),...,(A,an);T")= Y. l:^l^Ml(^o,.,...,M • 

Ceci est un analogue arithmetique de I'expression pour le multidegre du tore comme un 
volume mixte (ou multi-volume) deg_4^ ^^(T") = MV((5^^, . . . , Qa^) [Fu193, p. 116]. 

La demonstration du theoreme 0.1 suit une demarche indirecte : au lieu d'utiliser la 
definition de la hauteur normalisee, on s'appuie sur le calcul d'une fonction de Hilbert arith- 
metique appropriee. L'un des principaux obstacles a surmonter dans une telle approche est 
de trouver une fonction de type Hilbert dont I'expression asymptotique soit liee a la hauteur 
normalisee ; les differentes variantes etudiees jusqu'a present sont liees a la hauteur projec- 
tive [GS88], [Zha95a], [AB95], [RanOl]. 
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Soit X C P^ une K-sous-variete de dimension n et I{X) C K[xq, . . . ,xn] son ideal ho- 
mogene de definition. Nous proposons ici une fonction de Hilbert arithmetique WnormC-'^; ■) 
associant a un entier D donne, la hauteur de Schmidt du X-espace lineaire I{X)d C K[xo, . . . , 
xn]d- Se pose alors la question du comportement asymptotique de cette fonction, a laquelle 
nous apportons une reponse pour le cas des varietes toriques : 

Proposition O.4. — Soit A G (Z")^+i tel que L^ = Z" et a e (Q'')^+S alors 

nnorm{X^,a; D) = ^^^ Z)"+l + 0{D-) . 

lorsque D tend vers 00. 

Par analogic avec les fonctions de Hilbert arithmetiques connues, on pourrait conjecturer 
qu'un tel resultat reste valable pour une sous-variete quclconque. II serait interessant d'etendre 
dans ce sens la proposition 0.4, malheureusement notre approche reste confinee au cas des 
varietes toriques. 

Pour etablir cette proposition, notre demarche consiste a etudier I'asymptotique de la fonc- 
tion 'HnoTm{XA,a', D), d'oij uous deduisons une expression explicite du coefficient dominant; 
puis nous identifions ce coefficient avec la hauteur normalisee de Xy^^a- Tout d'abord on montre 
que cette fonction s'ecrit comme somme de contributions locales, dont chaque terme s'identifie 
a un certain poids de Hilbert : on a (Proposition III. 5) 

Grace a un resultat de D. Mumford [Mum77] on salt que chaque poids de Hilbert satisfait a 
une formule asymptotique dont le terme dominant est T^rm fois le poids de Chow Gt^^^Xj^) 

associe. On en deduit 7i„orm(^^a; D) = 7^-^'" D"+i + 0(D") avec 

(n+1)! 

rfY V \^ [K^^^Qvl, (Y \ 
vGMk ^ ' ' 

Nous demontrons en meme temps une expression integrale explicite pour les poids de Chow 
d'une variete torique projective (Proposition III.l). 

L'expression obtenue pour c{X_^^a) montre que le quotient J^ (x'" ) ^^t lineaire par rapport 
aux applications puissances [k] : F^ -^ F^ . En outre, on montre que la constante c{Xjx,a) 
se compare a la hauteur projective /i(X^,a), en s'appuyant fortement sur un resultat de 
H. Randriambololona [RanOl, Thni. A. 2. 2]. Ces deux conditions suffisent a montrer I'identite 
c(X_4^q) = h{X^^a), ce qui acheve d'etablir a la fois le theoreme 0.1 et la proposition 0.4 ci- 
dessus. 

Comme sous-produit de notre demonstration nous obtenons I'identite attrayante 

La notion de poids de Chow a ete introduite dans le contexte de la theorie geometrique des 
invariants [Mum77]. Les travaux recents de J-H. Evertse et R. Ferretti la font egalement 
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intervenir de maniere cruciale dans I'approximation diophantienne sur les varietes projec- 
tives [EF02]. L'identite ci-dessus fait a nouveau apparaitre le poids de Chow en geometrie 
arithmetique, niais dans un contexte different. 

La hauteur normahsee est un invariant des sous-varietes du tore particuherement interes- 
sant. Nous presenterons dans un prochain texte les consequences des resultats obtenus pour 
I'approximation diophantienne. 

Voyons maintenant I'organisation du present texte. Dans la section I on passe en revue 
quelques generalites sur les varietes toriques projectives et sur les hauteurs et multihauteurs 
des sous-varietes. Dans la section II nous introduisons les fonctions de Hilbert arithmetiques et 
etablissons leurs proprietes principales. Dans la section III on explicite les poids de Hilbert et 
de Chow d'une variete torique, puis on demontre I'expression asymptotique pour la fonction de 
Hilbert arithmetique d'une variete torique, dont le terme principal s'exprime comme somme 
des poids de Chow. Dans la section IV nous etendons nos resultats au calcul des multihauteurs 
et des multipoids de Chow ; nous etudions aussi le comportement de la famille de fonctions 
QA,a introduite, par rapport a la decomposition en orbites sous Paction *^, formation de 
joints, produits de Segre et plongements de Veronese. 

Remerciements. — Nous remercions Vincent Maillot pour plusieurs discussions en rapport 
avec travail, ainsi que Hughes Randriambololona pour nous avoir explique ses resultats sur 
les fonctions de Hilbert arithmetiques. 
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I. Generalites 

On designe par Q le corps des nombres rationnels, Z I'anneau des entiers rationnels, K un 
corps de nombres et Ok son anneau d'entiers. On note M le corps des nombres reels et C le 
corps des nombres complexes ; on pose R+ et M^ les ensembles des nombres reels non-negatifs 
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et positifs, respectivement. On note N et N^ les entiers naturels avec et sans 0, respectivement. 

Pour N,D €N on pose N^+^ := {a G N^+^ : oq H \- gn = D} . On note encore K pour 

un corps arbitraire, algebriquement clos. 

Pour chaque premier rationnel p on note | • |p la valeur absolue p-adique sur Q telle que 
\p\p — P~^ ) o'^ note aussi | • |oo ou simplement | • | la valeur absolue standard. Celles-ci forment 
un ensemble complet de valeurs absolues sur Q : on identifie I'ensemble Mq de ces valeurs 
absolues a I'ensemble {oo, p : p premier}. Plus generalement, on designe par Mk I'ensemble 
des valeurs absolues de K etendant les valeurs absolues de Mq, et on note M^ le sous-ensemble 
de Mk des valeurs absolues archimediennes. 

On note T" le tore algebrique et P I'espace projectif sur Q ou sur K, suivant le contexte. 
Une variete est toujours supposee reduite et irreductible. 

I.l. Varietes toriques projectives. — Dans ce paragraphe on donne quelques comple- 
ments d'information concernant les varietes toriques, nos references sont [GKZ94], [Ful93]. 

On se place sur un corps de base IK algebriquement clos. Soit n, iV G N des entiers, A = 
(ao,...,a7v) G (Z")^+i, a = (Qo,...,aAr) G P^ ; et notons par X^,„ C P^ := P^(IK) la 
variete torique projective et Qy{ C M" le polytope associes, voir I'introduction. 

Lorsque le point a est contenu dans un sous-espace standard E = F^ de P^, la sous- 
variete Xjx,a toute entiere reste dans cet espace, puisque Taction *_4 est diagonale. Quitte a 
se restreindre a un sous-espace standard, on pent done supposer s.p.d.g. a G (P^)° et on fixe 
desormais un systeme de coordonnees projectives de a dans (K^)^+^. 

Le couple {A, a) pent s'interpreter comme une suite finie de monomes ao s"° , . . . , a^ s"^ de 
I'anneau des polynomes de Laurent K.[si , . . . , s^^], on dit alors que les Oj sont ses exposants 
et les ai ses coefficients. 

Posons Expo(^) := {ai^, . . . ,aij^^} C Z" I'ensemble des exposants distincts dans A, alors 
XA,a et ^Expo(y4) sont lineairement isomorphes par I'application 

et done pour leurs proprietes geometriques on pent toujours se ramener au cas classique oil 
les Oj sont tous distincts et a^ = 1 pour tout i. Soit L_4 C Z" le sous-module engendre par 
les differences des vecteurs uq, . . . ,aN ', en particulier on trouve dim(X^^Q) = dim(L_4) car 

Le sous-module L^ est un reseau de I'espace lineaire engendre L_4 0i M C M" ; on considere 
la forme volume ^^ sur cet espace lineaire, invariante par translations et normalisee de sorte 
que 

f^A{LA ®z ^/La) = 1 , 
autrement-dit, de sorte que le volume d'un domaine fondamental soit 1. Posons r := dim(L^), 
le degre de Xj^^a s'explicite alors comme le volume du polytope associe [Ful93, p. Ill] 

Soit maintenant r/ : Z^ ^^ Z" une application lineaire injective telle que ri{J7') = L_4 et 
posons hi := r]~^iai) G Z' puis B := {bo,...,bN) G (Z'')^+i. Alors Xb,^ = ^A" [GKZ94, 
Ch. 5, Prop. 1.2], et ainsi on pourra supposer s.p.d.g. L_4 = Z". Dans cette situation, la forme 
volume //_4 coincide avec la forme volume euclidienne Vol^ de M" et en particulier 

dim{Xjx^a) = n , deg(X^,a) = n! Vol„(Q^) . 
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De plus, notons que sous I'hypothese L^ = Z" I'application ifA,a '■ T" —i- X^ ^ est un 
isomorphisme geometrique, et en particulier Xj^^a est une variete rationnelle : notons ei, . . . , e^ 
la base standard de M" et posons 

N 

Cj = ^Aij {aj - ao) 

N ^ 

avec Xij G Z, I'inverse (p^ ^ : X^ ^ ^ T" est alors ^ ^^ ( 1 [ ( ~ ) : 1 < i < n j . 

Pour c G Z" et 7 G K^ on considere les translations c + A := (c + oq, • • • , c + cat) et 
7 • a := (7aO) • • • )70Af)- On verifie immediatement que les sous-varietes torique Xy\^^a et 
Xc+A,'y-a coincident ; on pourra done supposer s.p.d.g. oq = et ag = 1. 

La sous- variete Xy^^a est definie par des equations binomiales. De fait, la correspondance 
X I— > I{X) est une bijection entre I'ensemble des sous-varietes toriques de P (IK) et celui des 
ideaux binomiaux premiers et homogenes de IfC[a:o, . . . ,xn], voir [ES96]. 

1.2. Hauteur et multihauteur des varietes projectives. — Dans ce paragraphe nous 
rappelons les definitions et proprietes de base des hauteurs et multihauteurs projectives et 
normalisees, on renvoie a [DP99, § 2] pour la plupart des details. 

On prend maintenant Q comme corps de base. Soit X C P = P (Q) une -R'-sous- variete 
de dimension n ; on rappelle d'abord la notion de hauteur projective de X. 

Soit / = J2a fa ^" ^ K[Uo, . . . , Un] uu polynome en n + 1 groupes Ui de Ni + 1 variables 
chacun. Soit SNi+i '■= {{zo, ■ ■ ■ , znJ G C^'"'"^ : |zop + • • • + I^AfJ^ = l} la sphere unite de 
£,Ni+i^ equipee de la mesure l^Ni+i de masse totale 1 invariante par rapport au groupe unitaire 
U{Ni + 1). Pour une place archimedienne v G M]^, la Sn^+i x • • • x S]\[„+i-mesure de / par 
rapport a v est 



mvif) ■■= / log \f\v I^No+l X • • • X fiNr,+l ■ 

•^ "^JVy + 1 X • • • X SjVn + 1 

Pour une place ultrametrique v G Mk \ M^ on note \f\y := max { l/ajt; : a G N^""^^ x • • • x 
pjA^n+ij^ la norme sup de / par rapport a v. On pose alors 

Soit Chx G K\Uq, . . . , Un] la forme de Chow de X : pour i = 0, . . . ,n on considere une 
forme lineaire generale Li := Uioxo + ■ ■ ■ + Uny xjy G i^[C/j][x] et on pose 

Vx:={{uo,...,Un) : X n Z(Lo(no), . • • , L„K)) / 0} C (P^)"+^ 

pour I'ensemble des (n + l)-uplets de formes lineaires dont I'intersection avec X est non vide. 
C'est une hypersurface et la forme Chx est definie comme une equation (unique a un facteur 
scalaire pres) de Vx- C'est un polynome en n+1 groupes de A^+1 variables chacun, homogene 
de degre deg(X) en chaque groupe Ui. 

Suivant [Phi95], la hauteur projective de X est par definition h{X) := h{Chx)- Alterna- 
tivement, cette hauteur pent se definir via la theorie d'Arakelov comme la hauteur h-^y-rCE), 

ou S est la cloture de Zariski de X dans P^ relative au fibre en droites universel 0(1) muni 
de la metrique de Fubini-Study [BGS94, § 3.1.3]. 
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La structure de groupe de I'ouvert (P^)° = T^ permet d'introduire une hauteur normalisee 
(ou canonique) pour les sous-varietes de I'espace projectif P , vu comme une compactification 
equivariante du tore (P^)°. Soit [k] : P^ -^ P^, (xq : • • • : xn) ^^ {xq : ■ ■ ■ : x^) I'application 
puissance fc-ieme, la hauteur normalisee de X est alors definie par 

(U) Km = /;,„(.Y):=deg(X).lim^mij. 

Une propriete fondamentale est la linearite du quotient - — relativement aux applications 

deg 

puissances [DP99, Prop. 2.1(i)] : 

h{\k]X) _^^ h{X) 



deg([fc]X) deg(X) 

Cette hauteur se compare a la hauteur projective [DP99, Prop. 2.1(v)] : 

\h{X) - h{X)\ < ^ log{N + 1) deg(X) . 

Dans le cas des points, la hauteur normalisee coincide avec la hauteur de Weil [DP99, 
Prop. 2.1(vi)]. Pour les hypersurfaces, elle s'ecrit comme somme de contributions locales aux 
places archimediennes, chaque terme etant la mesure de Mahler locale d'une equation de 
definition de X [DP99, Prop. 2.1(vii)]. 

Lorsque X est contenue dans un sous-espace standard E = P de P , ses hauteurs nor- 
malisees comme sous-variete de E et de P^ coincident. C'est une consequence simple de la 
definition de h et de la propriete analogue pour la hauteur projective. 

Considerons done le cas ou X n'est contenue dans aucun des sous-espaces standard, autrement 
dit X° = X n (P^)° 7^ 0. Le tore T^ agit sur P^ de maniere naturelle via I'inclusion 
jN ^ (jpNy ^ piv . on pose alors StabTiv(X) := {u e T^ : u ■ X = X} pour le stabil- 
isateur de X par rapport a cette action, qui est un sous-groupe de T , et on note 

ax{k) := Card(StabTiv(X) nKer[A;]) . 
Ainsi deg([A;l X) = — deg(X) [DP99, Prop. 2.1(1)1 et done h(X) = lim -^^ h([k] X) . 

En general, on pent munir le tore T" d'une notion de degre et de hauteur des sous-varietes 
relative a un plongement donne 99 : T" ^-> P^, en posant 

deg^(y) := deg(v9(F)) , h^{Y) := h{^{Y)) 

pour une sous-variete y C T". On pent normaliser cette hauteur par rapport a I'application 
de multiplication [k] : T" -^ T", s 1— > s'^ = (sj', . . . , s^) par la formule 

lorsque cette limite existe ; dans ce cas, on a automatiquement , ,,,, — - = k ■ ^ , — -. La 

deg^([/c]y) deg^(y) 

hauteur normalisee h^N correspond a I'inclusion standard T ^^ P , (si, . . . , sjv) ^^ (1 : si : 
• • • : sjv). Un autre exemple de cette situation apparait dans [DP99, § 2], oia Ton considere pour 

«"" I 

bcgre 



des sous-varietes de T", la hauteur normalisee induite par I'inclusion T" ' - ''T^)l^n "-^ tbS" 1 
voir aussi le paragraphe IIL2. 
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Considerons maintenant un plongement projectif (/9 : T" "^^ P^ equivariant, c.-a-d. tel que 
Paction naturelle du tore sur I'image ^{T"') s'etende en une action T" x P —^ P . On montre 
que la hauteur normalisee correspondante est bien definie et se reduit a una hauteur /ipjv . 

Proposition I.l. — Soit cp -.T"" ^^ P^ un plongement equivariant et Y une sous-variete de 
T", alors il existe B G (Z")^+i tel queh^{Y) = hpN{ipBiY)). 

Demonstration. — D'apres [GKZ94, Ch. 5, Prop. 1.5] il existe un vecteur B € (Z")^+^ et 
une transformation lineaire projective U G PSL(iV + 1, Q) tels que (/j(T") = U o (^g(T"). Ainsi 
\h{<p{[k]Y)) - h{ipi3i[k]Y))\ < c deg{ipBi[k]Y)) ou c> ne depend ni de A; ni de F [KPSOl, 
Lem. 2.7], ce qui entraine 

hi^{[k]Y)) ^ hj^emY)) ^ hpNJMY)) 

k'^ k deg{^{[k]Y)) k'^ k degi^smY)) deg{ps{Y)) ' 

car I'application 99/3 : T" —> (P^)° est un morphisme de groupes et done commute avec la 
multiplication [k]. D 

Pour A € (Z") ^^ et a G (K^) ~^^ on pent prendre B := A dans I'enonce precedent, d'oii 

KA,ciY) =hpN{(pAiY)) 

Insistons sur le fait qu'il ne faut pas confondre h^p = h o (p (la normalisation de la hauteur 
induite par cp) et hoip (la hauteur induite par la hauteur normalisee de P''^ via le plongement 

Dans la suite on generalise la hauteur normalisee au cas des sous-varietes d'un produit 
d'espaces projectifs. Pour cela on fait appel aux formes resultantes d'ideaux multihomogenes ; 
on renvoie a [RemOla] et [RemOlb] pour une exposition complete du sujet. 

Pour i = 0, . . . , m on fixe un groupe Xj = {xio, . . . , Xj at.} de Ni + 1 variables chacun et 
on considere I'anneau K[xo, . . . ,Xm\, multigradue par deg(xjj) := Cj oil eo, . . . ,6^ € Z™+^ 
designent les vecteurs de la base standard de M™^-'^. 

Soit / C K[xq, . . . ,Xm] un ideal multihomogene de dimension de Krull m + n + 1 et 
do,...,dn € N™"'""'^ ; pour chaque di € N™"*"^ on introduit un groupe de variables Ui = 
{Uio, ■ ■ ■ jUiNi} et la forme generale de multidegre di 

Fi:= Yl Uiax"" Gi^[C/i][xo,...,x„] . 

deg(a)=di 
On pose alors 

M = M{I- do, ... , d„) := K[Uq, . . . , C/„][xo, . . . , x„]/(/ + (Fq, . . . , F„)) 

qui est un X[[/]-module multigradue ; on note Mq sa partie de multidegre q pour q £ 11^^^ . 

De fagon generale, a tout ir[C/]-module M de type fini et de torsion (c.-a-d. tel que 
Ann;^r^i(M) 7^ 0) est associee la forme 

/Glrr(E-[C/]) 

OU / parcours I'ensemble des elements irreductibles de K^\ et i(Mij\) est la longueur du 
iC[f^] (J) -module Af(j) ; si M n'est pas de torsion on pose x(-^) '■= 0- 
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D'apres [RemOla, Lem. 3.2] on salt que dans la situation precedente, I'application q h-> 
xi-Mg) est constante pour g S> 0. Cette valeur commune 

'cesdo,...,dM) ■=x{M{I; do,...,dm)q) , g»0 , 

est par definition la forme resultante de I d'indice do, . . . , dn, selon [RemOla, §3.2]. 

Soit Z C P^" X • • • X P^"* une sous-variete de dimension n, son ideal I{Z) C K[xo, . . . , Xm] 
est done de dimension de Krull m + n + 1. Pour c = (cq, . . . , Cm) € '^n^i on pose 

CO Cm 

die) := (^^T^:-^, • • • ,'e™,..;,e^^) G (N™+^)"+i . 

La multihauteur projeetive d'indiee e de Z est par definition hc{Z) := /i(reS(^(-c)(/(2^))), 
?;ozr [RemOlb, § 2.3]. Soient Do,...,D„i € N* des entiers et D := (Dq, . . . ,Dm), on con- 
sidere I'application 

^D : P^" X • • • X P^™ ^ PV iVo J I Nm ) ^ 

composition des plongements de Veronese et de Segre. On considere aussi I'application lineaire 
diagonale 

AdiP*^ ^^^ > ^ ^™ > ^^^ ^0 ) \ Nm ) \ (2;^)^H^M uj •••( ) x^ 

la composition A/) o ^^ est le plongement mixte remodele. La hauteur projective de I'image 
Ad o ^ i:,{Z) se decompose alors [RemOlb, p. 103] 

(1.2) h{^DO^D{Z))= Y. lj'\^^K{Z)D' . 

C'est la propriete suivante qui permet de definir les multihauteurs normalisees : 

Proposition 1.2. — Soit Z C P^" x • • • xP^"" une sous-variete de dimension n et c ^ ^™+i ' 
notons s : P^" x • • • x P^'" -^ f>{No+i)-{Nm+i)-i /g plongement de Segre. Alors la suite 

k t-^ - — ^ — - — r- converge lorsque k tend vers I'infini. 
k deg([/c]s(Z)) 

Avec ces notations, on definit la multihauteur normalisee de Z d'indice c par 

(1.3) UZ) := deg(.(Z)) . V^ ^r^^^ € R, . 

Lemme 1.3. — Soit ip : T -^ T un morphisme injectif de groupes et Y une sous-variete 
de T^, alors StahjpiipiY)) = V'(StabTriv(y)). 

Demonstration. — Soit u G StabTrJv(y), alors ^p{u) • ipiY) = ipiu ■ Y) = tp(Y) d'oir on obtient 

V'(StabTr^(y)) cStabTrp(V'(^)) • 

Dans I'autre direction, soit v G T^ tel que v ■ ip{Y) = ip{Y). Alors v € '>p{Y) ■ ■ip(Y)~^ C 
V'(T^), c.-a-d. qu'il existe u G T^ tel que v = ipiu). Ainsi ip{u ■Y)=v- ipiY) = ipiY) qui 
implique u G Stab^iv (F ) , a cause de I'injectivite de ip. D 
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Demonstration de la Proposition 1.2. — On suppose s.p.d.g. Z n ni^o(^^')° t^ ^^ sinon il 
suffit de se restreindre a un produit nS=o -^* ^^ sous-espaces standard des P^* . Le plongement 
mixte remodele A/) o vj/^, restreint au tore ni^o(^ )° ^^^ equivariant, done 



h{^DO^>D{[k]Z)) 

k^-X^ k deg(*D([fc]Z)) 



h^^o^AZ) = degi^niZ)) ■ ,lim T.":!: n\7:': =hi^DiZ)) 



par la proposition I.l. On remarque aussi que "^d restreint a IlI^loC^^')" ^^^ ^^ morphisme 
de groupes injectif et done Stab(^D(-^)) = ^D(Stab(Z)) eomme consequence du lemme 1.3, 
puis cJ^o(z)(fc) = azik). Ainsi [DP99, Prop. 2.1(i)] 

deg(^z.(Z)) = ^^^^^^ deg([fc] ^n{Z)) = ^ deg(M'^([fe] Z)) , 
qui, joint a I'identite (1.2), entraine 






Cette derniere limite convergeant pour tout D € (N*)™^ , on en deduit facilement que chaque 
coefficient — — — -j- /ic([^] Z) converge lorsque k tend vers I'infini. De plus, — 



A;"+i '-'■''' ^ ^ • ^ , ^„ deg{[k]s{Z)) 

aussi a cause du lemme 1.3, ce qui acheve la demonstration. D 

Comme consequence de cette demonstration on a egalement la decomposition 
(1.4) h{^D{Z))= Yl (''^^^)hc{Z)D^ . 



m + 1 
^'^'-''n + 1 

En particulier, cela montre que pour le cas m = on retrouve la hauteur normalisee h{Z) 
comme la multihauteur /i„-|_i(Z). 

Dans la suite, on s'interessera surtout au cas d'une variete X de dimension n munie 
d'applications rationnelles ipi : X --^ P^' {i = 0, ...,n). On pose ^ : X ^ Ifi=o^^': 
X 1-^ {ipQ{x)., . . . , ipn{x)) et on ecrit 

(1.5) Mv9o,...,v^„;X):=/J(i_i)(c^(X)) 

pour la multihauteur normalisee de X relative a cpo, . . . ,(pn- 

Cette multihauteur pent aussi se definir par des methodes arakeloviennes, en suivant la 
demarche de [Zha95b], [MaiOO], pour le cas d'une variete projective X C P^ : notons S 
la cloture de Zariski de X dans P^ et pour i = 0, . . . , n considerons le fibre hermitien 
Li := 99* (0(1)), tire en arriere du fibre en droites universel 0(1), cette fois-ci muni de la 
metrique dite canonique. Dans cette situation, la multihauteur ci-dessus coincide avec la hau- 
teur h-j^ j^ (X) telle qu'elle est definie dans [MaiOO, Prop.-Defn. 5.5.1]. 
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II. Fonctions de Hilbert arithmetiques 

Soit X C P^ une sous-variete definie sur un corps de nombres K et I := I{X) C 
K[xo, . . . , xn] son ideal de definition, on pose 

Hg6om{X; D) := dimx(i^[xo, • • • , xn]/I)d = f ^ j - dimx(/D) 

pour la classique fonction de Hilbert geometrique de X. Ci-apres, on introduit un analogue 
arithmetique de cette fonction. Posons i := dimx(/D) et 

e 
/\K[xo,...,xn]d 

la ^-ieme puissance exterieure de i^[xo, • • • , xn]d- Pour v € Mk et / G /\ K[xo, . . . , xn]d on 
note I/It, la norme sup des coefficients de / pour la place v, par rapport a la base standard 
{AaeL^" ■■ Lcn^+\ Card(L)=4. 

Definition II. 1. — Soit pi, . . . ,pi une base de lo sur K, on pose 

n^,UX;D):= Y^ l:|^l^log|piA---Ap,|„ . 

Cette definition ne depend pas du choix de la base pi, . . . ,p£, grace a la formule du produit ; 
elle est aussi invariante par extensions finies de K. 

La fonction de Hilbert arithmetique introduite mesure, pour chaque valeur Z) € N du 
parametre, la complexite binaire du i^-espace lineaire des formes de degre D de I'anneau 
K[Xq, . . . ,Xn] modulo /. Dans le cas des varietes toriques, son comportement asymptotique 
est lie a la hauteur normalisee de la variete en question (Proposition 0.4). C'est grace a ce 
resultat (dont on repousse la demonstration au paragraphe III. 2) que la fonction Tinorm joue 
un role crucial dans notre calcul de /i(^^,a). Cependant, il serait tres interessant de montrer 
que cette asymptotique reste valable pour une variete projective quelconque. On se hasarde 
a poser : 



Question II. 2. — A-t-on 



^y-X) 7-.n+l I ^(rin+l\ 



(II.l) Hnorm(^; D) = . \ ;., D"+^ + o{D 

[n + Ij! 
pour toute sous-variete X C P de dimension n avec, de plus, c{X) = h{X) ? 

La fonction T^norm admet la formulation duale suivante. Explicitons d'abord les contribu- 
tions locales : ecrivons pi = YlaPiax'^ pour i = 1,...,^ et posons p la matrice de taille 
£ X ( ^ ) formee par les coefficients de pi, ■ ■ ■ ,pe. Pour chaque sous-ensemble L C N^,"'' tel 
que Card(L) = £ on pose 

PL ■■= {Pia)i<r<l G K'^ 
le mineur de p correspondant aux colonnes indexees par L ; ainsi 

pi A • • • A p^ = ^ det(pL) l\ x" 

L; Caxd(L)=e. a&L 

et done |pi A • • • Ap^l^, = max{|det(p_L)|i, : L C N^+^, Card(L)=^}. 

Soit i^[xo, . . . , xnYd I'espace dual (c.a.d. I'espace des fonctionnelles lineaires i^[xo, . . . , xn]d 
—> K) muni de la base duale de celle des monomes. Soit m := 'HgcomiX; D), pour v G Mk et 



^ixe 
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g G A™ K[xo, . . . , xn]£) on note \g\v la norme sup des coefficients de g pour la place v, par 
rapport a la base duale { Abeil^^'')^ : M C N^+\ Card(M) = m}. 

Proposition II. 3. — Soit qi, . . . ,qm G (^[a^Oi • • • > xn]^))'^ une base sur K de Vannulateur 
Ann (Id), alors 

Wnorm(^;-D)= 2^ r^ . ^qh log |gi A ■ ■ ■ A gn^|^, . 

Demonstration. — Les espaces /\ i^[xo, • • • , xa^J^) et /\'" i^[xo, • • • , a^Af]^, s'identifient maleurs 
bases respectives [Bou70, Ch. 3, § 11, Prop. 12]. Cette identification est definie par 

mr. I\x'^^ e{L) /\ {x'r 

aeL b&L'^ 

pour chaque sous-ensemble L C N^^^ tel que Card(L) = ^ et ori L'^ := N^"*"^ \ L, e{L) = ±1. 
Ce dernier signe etant irrelevant pour la suite de cette demonstration, on renvoie a [Bou70, 
Ch. 3, § 11, Formule (78)] pour sa definition exacte. 

Soit pi, ■ ■ ■ ,pe une base de Id sur K. D'apres le theoreme de Brill-Gordan [Gorl873] {voir 
aussi [Bou70, Ch. 3, § 11, Prop. 15]) il existe X £ K^ tel que 

(II.2) *^(pi A • • • Ap£) = A • gi A • • • A g„ . 

Ceci implique det{pL) = ±A det{qLc) pour tout L, d'ou log \pi A ■ ■ ■ /\ pi\v = log Iq'i A • • • A 
Qm\v + log I A It,, et on conclut par sommation sur v G Mk avec la formule du produit. D 

Remarque II. 4- — Le partie graduee Id est, par definition, 

iD = {f : f{0= E /-^" = o v^ex} . 

Autrement-dit, Id = Ann{vN,D{X)) ou vn^d '■ P ^ pi jv J designe le plongement de 
Veronese de degre D en N + 1 variables homogenes. Ainsi Ann(/£)) coincide avec I'espace 
lineaire engendre par V ensemble V]\f^D{X). 

Notons encore que T^norm se comporte bien par rapport aux plongements de Veronese : on 
a HnormivNMXy, D') = 7i„orm(^; D D') pour D' G N. 

On introduit maintenant une deuxieme fonction de Hilbert arithmetique, dont on aura 
besoin pour la demonstration de la proposition 0.4. Pour / = '^Zaf'^-^'^i 9 ~ Sa5«-^" ^ 
C[xo, . . . , xi\i]d on considere le produit scalaire 

{f,9) = {f,9)D ■=Yj[a) ■^"^'^ • 



A un facteur pres, ce produit coincide avec la norme C^ sur P^(C) par rapport a la metrique 
de Fubini-Study : on a 



("•3) </'^)=( N I L,^,T;W^fs , 



D + N\ f f{z)g{z) ^j, 

P^(C) 

oil LOps denote la (1, l)-forme de Fubini-Study, normalisee de sorte que I'espace ambiant 
P (C) soit de masse totale 1, voir par exemple [RanOl, § 1.3.1]. La puissance exterieure 
/\ C[xo, . . . , X]\[]d est alors munie du produit scalaire 

{fi/\---Afi,giA---Age) := det {{fi,gj))^^ij^^ ■ 



16 PATRICE PHILIPPON & MARTIN SOMBRA 

Soit V € M^ et a^ : K ^^ C un plongement correspondant a v, alors pour pi,...,p£ G 
K[xo, ■ ■ ■ , xiy]D on pose 

\\pi A--- ApeWv ■■= WcTviPi) A--- /\crv{pe)\\ 

ou II • II est la norme associee au produit scalaire (•,•). Ainsi on definit la fonction 

(II.4) Harith(X;Z)) := Y. ^f^ ^ ^^ log ||pi A • • • Ap,||. 



v€M^ 



[K: 

I 
[K:Q] ^^^1^^" "^'^^ ' 2 



+ E %^logbiA---Ap,|. + ilog(7(iV,D)) 



/D 



oupi, . . . ,pe est une base de Id sur K et 7(A^, D) := naeN^+^ (a)- Comme pour 7^norm(-'^; D), 
cette definition est independante du choix de la base et invariante par extensions finies du 
corps K. 

Cette fonction est proche d'autres analogues arithmetiques de la fonction de Hilbert, definis 
eux aussi comme une hauteur du sous-espace lineaire Id- En particulier elle coincide, a un 
decalage explicite pres, avec la fonction de Hilbert arithmetique proposee par M. Laurent pour 
les Q-sous-varietes dans [Lau92, pp. 224-226], qu'on notera ici Tihau ', on a 

1 fD + N\'^ 

2 V N 



n^nth{X;D) = nL.u{X;D) + -{ ^^ ] log(7(iV,i?))-Hg,om(^;i?) 



On remarquera que d'apres [Lau92, Prop. 3] on a 

(°r)"M7(A'.o))^z>i:-i,-^M«).^i:7iT-f>-(-)-«(i>- 

En outre, Harith peut aussi se comparer avec la fonction de Hilbert arithmetique introduite 
par S. David et P. Philippon dans [DP99, § 4.3], qu'on notera ici TYdp ; on a 

N + 1 fD + N\ "\ 
1~V N 



nBpiX;D)<n.rith{X;D)<nMX;D)+c^^[ ^^ ] logi^{N,D))-n^,o^iX;D) 



ou c > est une constante universelle telle que ^{x) := Card({p premier : p < x}) < 
c • x/log(x). D'apres [RS62, Cor. 1] on peut prendre c = 1,26. La premiere estimation est 
directe, tandis que pour la deuxieme il faut utiliser des formulations duales pour 7f arith (Propo- 
sition H.5 ci-dessous) et Hbp- 

Comme pour TCnorm, la fonction Harith admet une formulation duale. Le produit scalaire 
induit un isomorphisme lineaire 

7] ■.C[xo,...,xn]d ^<C[xo,...,xn]d , f^{-,f) , 
et cette identification munit C[xo, . . . jX^]"^ du produit scalaire dual, defini par 

M/),r?(5)r:=(/,5) 

pour /,g' G C[xo,...,xn]d- Pour 6* = Yjh^h{x^Y , C = T.bCb{x''y G C[xo, . . . ,xn]d on verifie 
aisement que ce produit s'ecrit 



'.«"-E(^)*. 



'bCb ■ 
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Ceci s'etend de maniere naturelle aux puissances exterieures /\™(C[xo, • • • ,xn]dY par 

(^1 A • • • A 0„, Ci A • • • A Cm) := det {{6^ 0))i<,j<„ • 
Proposition II. 5. — Soit qi, . . . ,qm € K[xq, . . . , xatJ^, une base de Ann(//)) sur K , alors 

veM^ ^ ■ ^^ veMK\M^ ^ ' ^^ 

Ce resultat etend [Lau92, Thm. 3] au cas des sous-varietes de dimension positive; cepen- 
dant la demonstration reste (pour I'essentiel) inchangee : 

Demonstration. — Soit pi . . . ,p£ une base de Id, grace au theoreme de Brill-Gordan (Iden- 
tite (II. 2) ci-dessus) on a det{pL) = ±A det{qLc) pour tout sous-ensemble L C N^'^ tel que 
Card(L) = ^ et ou L"" := N^+^ \ L. Done pour v € Mf> 

logllpiA--- Ap^l|„ = - log I y^ (TT(q) I |det(pL)l 

\det{qLc)\l +log|A|^, 




det{qM)\l\-^log{-f{N,D))+log\XU 
\M ^" ^ J 

= log ||gi A • • • A qM\\^ - - log {j{N, D)) + log |A|^ 

tandis que pour v € Mk \ M'^ on a log \pi /\ • • • A pe\v = log \qi A ■ ■ ■ /\ qm\v + log |A|t,. On 
conclut par sommation sur v G Mk avec la formule du produit. D 

On explicite maintenant quelques uns des resultats de la these de H. Randriambololo- 
na [RanOl] qui nous permettrons d'expliciter le comportement asymptotique de Harith- Pour 
le reste de cette section, on utilisera librement le langage de la geometrie d'Arakelov, on 
renvoie a [BGS94] et [RanOl, Partie I] pour les definitions et proprietes de base des objets. 

Soit Xk le sous-schema ferme integre de P^ defini par I'ideal Ik '■= I ^ K[xq, . . . , xn] et 

Of 
par I'ideal premier homogene 



soit E la cloture de Zariski de Xk dans P^ . Autrement-dit, S est le schema projectif defini 



Par construction, S est un sous-schema de P^ ferme, integre, de dimension n -|- 1 et plat sur 



Iok '■= Ir]OK[xo,---,XN] C Ok[xo,...,xn] ■ 

n £ 
Spec{OK) car lo^ HOk = {0}. 

Soit 0{D) := 0{1) la D-ieme puissance tensorielle du fibre en droites universel 0(1) 
sur P^ , on pose M := r{Ti,0{D)\j^) le Ox-module des sections globales de 0(D)|s- Pour 
chaque plongement a : K ^^ C on pose r(S, 0{D)\j])a- := r(S, 0(D)|s) 0o- C et on considere 
I'application de restriction 

r(p^^,o(z))),^r(s,o(z))|s). . 

L'espace T{F^ , 0(D))o- s'identifie canoniquement a la partie graduee Kfj[xo, . . . , xn]d, on le 
munit du produit C^ par rapport a la metrique de Fubini-Study. Ce produit est un multiple 
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du produit (•, •) introduit precedemment ; on a (Forinule (II. 3) ) 

(/,5)£^.= (^^^) (^(/),ct(5)) 

pour tout /, 5 € r(P0 , 0(D))o-. L'application de restriction est surjective pour d^ 0; dans 
cette situation on munit Mu du produit scalaire quotient, c.a.d. on identifie cet espace avec 
I'orthogonal du noyau de l'application de restriction et on I'equipe du produit induit. 

Cette construction munit M d'une structure de O/^-module hermitien dont le degre arith- 
metique est par definition 

(II.5) d;g(M):=^^i^(logCard(/\M/(/iA---A/,))- J] log ||/i A- • • A/,11^2,,) 



a-.K'- 



oh fi, . . . , fs G M est une base de T{Xk', 0{D)\xjf) sur i^ et || • \\c^^^ est la norme associee 
au produit (•, •)£2 g.. Dans le langage de [RanOl] ce degre arithmetique est la D-ieme hauteur 
schematique de S ; on montre qu'il coincide (a un decalage pres) avec '^^arith(-''^j D) pour D 
assez grand : 

Lemme II. 6. — Avec les notations ci-dessus, il existe Dq G N tel que pour D > Dq on ait 



n,riti.{X; D) = deg(r(S, O(D)ls)) - - 7igcom(^; D) log ^ 

Demonstration. — Soit T le faisceau d'ideaux de definition de S et r(P^ ,10{D)) le Ox- 
module des sections globales del 0{D), muni des produits scalaires obtenus par restriction du 
produit £^. Soit M = r(S, 0{D)\-s), alors pour Dq > assez grand et D > Dq on a [RanOl, 
Lem. 2.3.6] 



(II.6) deg(M) = deg(r(P^^,0(Z)))) - deg(r(P^^,XO(Z)))) 

a cause de I'exactitude de la suite de O/^-modules hermitiens 



^ T{F^^,IO{D)) ^ r(P^^, 0{D)) ^M^O , 

qui resulte pour D > Dq de I'exactitude de la suite des faisceaux metrises correspondants. 
En prenant la base des sections associee a la base des monomes, on verifie aisement 

d;i(r(P^^,0(D))) = \ log(7(iV, D)) + 1 (^ + ^) log (^ ^^) . 

En outre, r(P^ ,2 0{D)) s'identifie de maniere naturelle a la partie graduee {Iok)d C 
Ok[xq, ■ ■ ■ ,xn\d- Soit pi,...,pi G {Iok)d une base de Id sur K ; de I'identite (II. 6), de 
la definition (II. 5) appliquee a {Iok)d et du rapport entre les difFerents produits scalaires on 
deduit pour D > Dq 

d^(M) = ilog(7(iV,Z))) + i(^ + ^)log(^ + ^ 

— - Y^ \og\\pl^■■■ ^p^\\c2^„-\ogCaxd{|\{IoK)D/{Pl^■■■ ^Pl)) 
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\ log(7(iV,Z))) + ]^n^,,^{X-D) log (^^ + ^ 



+ Yl -7^T^^''S\\Pi/\---^Pe\\v-jj^r^^logCaid{/\{Ioi,)D/{pi/\---/\pe)) 



^K 



On pose maintenant J := f\ {Iok)d et j := pi A • • • Ap^ G J ; vu la definition de TYarith on 
est reduit a deniontrer I'identite 

[FTqJ c-d(J/jO;.) = - Y. i^ToT ' '''^ • 

On considere I'application J/jOk — > np('^/i^^)p pour p parcourant I'ensemble des ideaux 
premiers de Ok, c'est un isomorphisme car J est un O/^-module projectif de rang 1. Soit p 
un ideal premier de Ok, le module localise Jp est done libre de rang 1. Fixons un generateur 
/p et soit jp G {Ok)p tel que j = jp fp, alors on a un isomorphisme 

{J/jOk)p = {Ok)p/Jp{Ok)p ■ 

Soit ordp la valuation et | • 1^, := Norme7^/Q(p) p*-' la valeur absolue ultrametrique associees a 
I'ideal p, on remarque que \fp\v = 1 car {Iok)d est un sous-module sature de Ok[xq, ■ ■ ■ , xnJd, 
done \jp\v = IjId- En passant au cardinaux on trouve 

Card((J/iO;,)p) = Card((0;,)p/p-'ip(-''p)(OK)p) = Norme^/Qlp)"'^^^-''^) = lil-t^"^^"] , 
ce qui entraine I'identite cherchee. D 



Maintenant, [RanOl, Tlim. A.2.2] ( ?;oir aussi [Ran04]) s'enonce deg(r(S, 0(D)|s)) = 
D + o{D ) ou h{X) est la hauteur projective de X. Avec le lemme precedent, 



(n + 1)! 
ceci implique 



H^) nn+l I ^m^+l^ 



(11.7) Harith(^; D) = —^ D^+' + o{D 

lorsque D tend vers I'infini, car \'Hgcom{X; D) log ( ^ ) = o(D"+^). 
Corollaire II. 7. — Soit X C P une sous-variete de dimension n, alors 

(n+l)!linio_,^-^Hnorm(X;Z)) > /i(X) - ^ (n + 1) log(iV + 1) deg(X) , 

(n + l)!l!^D^oo;^Hnorm(X;Z)) < h{X) . 



M^ on a 



Demonstration. — Soit qi,. . . ,qm G -f^[a;0) • • • ,xn]'£) une base de Ann(//5) sur i^. Pour t; G 
qiA---Aqm\v = max {| det(gM)|i, : M C N^+\ Card(M) = m} 

. r< UA,r\ \>,^J,f V / / / 



et dans I'autre direction 

/ \ 1/2 

\\qiA---Aqm\\v < I Y^ 11 (5) kl A • • • A^„|^ < (iV+ 1)"^ |gi A • • • A^„|„ . 

\M; Card(Af)=m beM ^ ^ / 
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Par somrtiation sur v € Mk et grace aux propositions II. 3 et II. 5 on obtient I'encadrenient 

1 

2 
L'enonce decoule de ces estimations et de I'asymptotique (11.7) pour Harith- D 



n,,ithiX;D)--logiN + l) Dn^,,,^iX;D) < HnomAX^D) < Harith(^;^) ■ 



Dans le cas ou ?{normiX;D) admet un comportement asymptotique du type (II. 1), il suit 

de ce corollaire Tencadrement 

n + 1 
(II.8) c{X) < h{X) < c{X) + ^— log(iV + 1) deg(X) . 

En particulier, lorsque la question II. 2 a une reponse positive, cela ameliore [DP99, Prop. 2.1 
(v)] d'un facteur 2/7. 



III. Hauteur et fonction de Hilbert arithmetique des varietes toriques 

III.l. Poids de Hilbert et de Cho'w. — Dans ce paragraphe on se place, comme au § I.l, 
sur un corps de base K. Soit X C P^ = P^(K) une sous-variete de dimension n et r = 
(tq, . . . , ttv) € M^"*"^ un vecteur poids. Considerons la forme de Chow Chx G IK[[/o, . . . , C/„] de 
X et une variable additionnelle t ; si I'on ecrit 

Chx {t"' Uij : 0<i<n, 0<j<N)= t^« Fq + ■ ■ ■ + t""^ Fm 

avec Fq, . . . , Fm G IK[C/o, . . . , Un] \ {0} et eo > • • • > e^-, le T-poids de Chow de X est defini par 
e-riX) := cq. Cette notion est introduite dans [Mum77, p. 61] dans le contexte de la theorie 
geometrique des invariants, en relation avec I'etude de la stabilite des varietes projectives. 

Posons 

£rix) := To Xo H \-TNXN & ^[xq, ■■■,Xn] 

la forme lineaire lineaire associee a r. Pour Z) G N et / = I{X) C ]K[a;o, . . . ,xn] I'ideal de 
definition de X, le r-poids de Hilbert de X en degre D (ou r-poids de (M.[xq, . . . ,xj\f]/I^ 
selon la terminologie de [Mum77]) est 

SriX;D) :=max J] 4(A) 
\eJ 

oil le maximum est pris sur tons les J C N^, tels que I'ensemble des monomes associes 
{x^ : X € J} induise une base de la partie graduee (lK[xo, . . . ,X]\f]/I^ . Cette quantite est 
aussi appelee D-ieme poids de Hilbert de I par rapport a r dans [EF02, § 4.1]. Un resultat de 
Mumford [Mum77, Prop. 2.11] montre que I'asymptotique de cette fonction pour D tendant 
vers I'infini est 

(III.l) SriX; D) = ^^iffl- D"+i + 0{D^) . 

[n + Ij! 

En principe, on salt calculer les poids de Chow d'une variete donnee puisqu'on pent cal- 
culer sa forme de Chow, pourtant cela reste difficile en pratique. Dans la suite on donne une 
expression simple des poids de Hilbert et de Chow dans le cas des varietes toriques. 

Pour un vecteur A = (ao, . . . , ajv) G (Z")^+^ et un poids r G R^+-'^ on considere le polytope 

Q^r :=Conv((ao,ro),...,(aAr,rAf)) C M"+^ , 
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dont I'enveloppe superieure s'envoie bijectivement sur (5_4 par la projection standard ]R"+^ — > 
M". Soit alors 

i!^A,T ■ Qa^^ , X >-^ max {y e R : ix,y) eQA,T} , 

la parametrisation de cet enveloppe superieure au dessus de Q^- C'est une fonction concave 
et affine par morceaux, done en particulier Riemann integrable sur tout polytope. 
Considerons I'application lineaire 

Ma ■■= Z^+^ ^ Z" , A ^ Ao ao + • • • + Atv a^ . 

On pose A{D) := M^(N^+^) C Z" I'image de N;^+^ par Ma ; ainsi ^(1) = Expo(^). 

Proposition III.l. — Soit A € (Z")^+i tel que La = Z", t € M^+^ etD en, alors 

Sr{XA;D) = Yl max{f,(A) : A E N^+S M^(A) = c} , 
ceAiD) 



eriXA) = ("'+!)! / 'dA,T dxi---dxr, 
JQa 



Demonstration. — L'application ipA '■ T" = (K^)" -^ X°^ est un isomorphisme a cause de 
I'hypothese La = Z". Au niveau des algebres cela se traduit par un isomorphisme 

(v9^)*:]K[xo,...,x;v]//(^^)^lK[sf,...,s±^] , x.^s''^ 

mettant en correspondance les monomes de ]K[xo, • • • , xn\ avec ceux de K[s-^ , • • • , s^^]- En 
identifiant ces ensembles avec N ^^ et Z" respectivement, on verifie que cette correspondance 
se traduit en I'application lineaire Ma '■ N^^^ — > Z". Done, un ensemble J C N^^ correspond 
a une base monomiale de (]K[a;o, . . . , xn]/I{Xa)) j^ si et seulement si Ma '■ J — > A{D) est une 
bijection, ce qui demontre la premiere formule de la proposition. 

Considerons maintenant la fonction auxiliaire 

p{D) := Yl ^Ar(7) , 

c.a.d. D" fois la somme de Riemann de la fonction i}a,t sur le polytope Q := Qa- On va 
comparer le poids de Hilbert Sr{XA', D) a cette fonction, ce qui donnera I'asymptotique, puis 

I'expression integrale cherchee pour le poids de Chow. 

c 1 

On suppose s.p.d.g. r G M^^ . Alors, pour c E A{D) on a 7 := — G Q fl — Z" et pour 

tout A G N^+^ tel que Ma{X) = c on a ^(A) < Di}a,t{7) car 

^A,A^) = max {^(t) : t G R^+\ to + ---+tN = l, MA{t) = 7} • 

De plus, t?^,r(7) > pour tout 7 G Q (1 j^Z"- k cause de I'hypothese r G M_,_"^ , done 
•St(-'^.AJ -C') ^ D p(D). On en deduit, en appliquant I'asymptotique (III.l), 

- lim ^ „„ ,'i — < lim — — - = / '&a,t dxi ■ ■ ■ dxn ■ 



(n + 1)! D^oo D^+l - D^oo Z)'^ 



Q 



Pour I'autre direction on suppose, a nouveau s.p.d.g., tq < Tj pour tout i et oq = tq 
D'abord on va montrer qu'il existe Dq £ N et uq G Z** tels que pour tout D on ait 

D Q n Z" C A{D + Do) - vo • 
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Soit A_4 un domaine fondamental quelconque du reseau Ker(iVf4)nZ^+^ de I'espace lineaire 
Ker(M^) ; on prend aussi wq G Z^+^ tel que A^ + wq C M^+^ Soit c € DQ n Z", qu'on 
ecrira 

c = ^0 ao H ^ fiN aN = D [to ao -\ \-tN OAf) 

avec fi := (/io, • • • , jj-n) G Tj'^^^ et t := {to, . . . , t]\[) E M.^^ tel que to + ' • • + ^Af = 1 ; ainsi 
H - Dt e Ker(Af4). Soit i/ G Ker(ikf4) n Z^+^ tel que fi - Dt - u E A_4, on pose alors 
X := H — i^ + Wo & Z^~^^. On a A G A^ + wo + Dt C M^^"*^, d'oii on deduit facilement 
A G N^^^ avec Di < Do := max{^o + ■ ■ ■ + ^n '■ '^ G A^ + wq}. Finalement, on pose 
vq := M_4^{wo) G Z" et on a bien 

c = M^(;u) = M^(A) -voe A{D + Do) - vo , 
car ^(Z) + Di) C A{D + Dq) a cause de I'hypothese ao = 0. 

Maintenant, soit 7 G Q fl ;^ Z" et t G M++^ tels que to H h tAr = 1, 7 = M4(t) et de 

plus t^a,t{i) = ^rit)- On pose alors c := 1)7 G DQ n Z" et, suivant I'argument precedent, on 
prend A G N^+]^^ tel que c = M^(A) - uo et A - Z) t G A^ + tt;o. Alors 

N N N 

D^aAi) = DY,nti = ^riA,-^Ti(A,-Dt,) = £r{X) + 0{l) , 

i=l 1=1 j=l 

d'oii D p{D) < Sr{X_/[; D + Do) + 0{D^). En appliquant a nouveau I'asymptotique (III.l) on 
obtient 

er(X^) ,. Sr{Xj,-D + Do) p{D) for , 

lim ;— — i > lim — — - = / t}A,r dxi • • • dxn . 



(n + 1)! D^oo D^+l - D-»oo D" 

D 

Exemple III. 2. — Considerons la courhe rationnelle norraale C C P^, adherence de I'image 
de I'application s 1— > (1 : s : s^ : s^ : s^ : s^), avec le poids r := (—3,0, 1, —1,0, —2) G M.^. La 
figure suivante illustre le polytope associe et sa toiture : 




Le poids de Chow correspondant est 2 fois I'integrale de la parametrisation de sa toiture, soit 
eriC) = -2. 

Pour I'expression integrale des poids de Chow de X^, on remarque qu'alternativement 
on pent I'obtenir aussi comme consequence des resultats de I.M. Gelfand, M.M. Kapranov 
et A.V. Zelevinski sur le polytope de Newton du ^-resultant [GKZ94, Ch. 7 et 8]. Dans 
les lignes suivantes on indique brievement comment faire cela ; on supposera une certaine 
familiarite avec les objets et notations de cette reference. 

Tout d'abord on remarque qu'il suffit de demontrer I'enonce pour un choix generique (au 
sens de Zariski) du vecteur r dans Q^^-*^, puisque les termes consideres sont continus par 
rapport a r. Par linearite, on pent supposer de plus r G Z ^^. 
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Soit T la sous-division polyedrale du polytope Qj\_ induite par r comme dans [GKZ94, 
Ch. 7, Exemple 1.1, p. 215] ; c'est une triangulation car r est suppose generique. Le theore- 
me 3.3 de [GKZ94, Ch. 8, p. 261] implique er{Xj) = {T,^p'r)^ oii fT £ M est la fonction 
caracteristique de T (voir loc. cit., § 7.1.D, p. 220) et (•, •) designe le produit scalaire standard 
de M^"*"^. La condition r € Z^+^ nInt(C(T)) est satisfaite par definition de C{T), voir loc. 
cit., Ch. 7, Defn. 1.4, p. 219. En recollant avec la definition de ipx (Ch. 7, Identite (1.4), p. 220 
de loc. cit.) ceci implique 

er(^^)=X](r. j;n!Vol„(c7)) , 

i=0 o- 

Oil la deuxieme somme porte sur les faces a E T de dimension n dont Oj est un sommet. 
Chacun de ces a etant un simplexe, on verifie aisement 



— Vol„(o-)f ^ '^V ^ / ^Ardxi---dXr 



n + l 

i ; aieS(o') 

Oil S(cj) denote I'ensemble des sommets du simplexe a. Des alineas precedents il suit enfin 



E;7Tt( S -.)v°'»M 

(Te.T i: a,GS(o-) 

__T-, J (7 J Q A 



in + IV 



Corollaire III. 3. — Avec les notations de la proposition III.l on a 

er{Xj^) + e.riXA) = {n+ 1)! VoWi(Q^,,) . 

Demonstration. — II suffit de remarquer que '&a,t{x)+'&a,~t{x) est egal a I'epaisseur de Q_a. 
au-dessus du point x G Q^. D 



r 



Ce resultat nous permet de calculer la hauteur d'une variete torique definie sur un corps 
de base F := IC(t) (corps des fractions rationnelles en une variable t sur K). Pour a € F^ et 
f E IK on pose ord^(a) I'ordre d'annulation de la fonction a au point v. On pose egalement 
ordoo(a) := deg(a) I'ordre d'annulation de a a I'infini. Avec ces conventions on a 

(III.2) Y^ ord^a) = . 

vG{oo}UlK 

On pose maintenant, pour 7 = (70 : • • • : jm) G F^{F), 

Kl) '■= X] max{ord^,(7o),...,ord^,(7Af)} GN, 

De{oo}UK 

qui est bien definie grace a la formule (III. 2). Finalement, la hauteur d'une F-sous- variete 
X C P'^(F) est par definition, celle de sa forme de Chow : h{X) := h{Chx), par analogic avec 
le cas des corps de nombres. 

Proposition III.4. — Soit A € (Z")^+i tel que L^ = Z'^ , t e Z^+^ . Soit X^^r C P^(F) 
V adherence de Zariski de V application monomiale 

T'(F) -^ F^(F) , s ^ (t^« s"" : • • • : t^^ s"^) , 

alors h{XA,T) = (n + 1)! Vol„+i(Q^,^). 
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Demonstration. — Soit Chx^ G IK[C/o, . . . , Un] la forme de Chow de X_4, la variete torique 
correspondant a r = Oat+i. Alors 

Chx^,. = Chxj, {t-^' Uij : < i < n, < J < iV) G F[Uo, ...,Un] 
est un polynome de Laurent en t, dont sa hauteur est egale a la sortime de ses valuations 
i-adique et — adique, soit : 

K^A^r) = ordo(C/ix^,,) + ordoo(C/ix^,,) = er{XX) + e^riXX) = (n + 1)! Vol„+i((5^,^) 
d'apres le corollaire III. 3. D 

III. 2. Demonstration du theoreme 0.1. — Dans ce paragraphe on explicite la fonction 
de Hilbert arithmetique et la hauteur normalisee d'une variete torique. On montre que ces 
invariants numeriques se decomposent en somme finie de contributions locales, chaque terme 
etant un poids de Hilbert et un poids de Chow, respectivenient. 

On reprend Q comme corps de base. Soit A G (Z"')^+^ tel que L_4 = Z" et a G (K^)^+^ 
Soit X_^^a C P^ la sous-variete torique associee et notons Tav '■= (log \ao\v, . . . ,log |aAr|„) G 
j^Af+i Iq poids de a relatif a une place v G Mk- 

Proposition III. 5. — HnormiXA,a; D) = ^ r^ [ J! Sr^^iXx, D) pour tout D £N. 

Demonstration. — Soit {^{x^Y : A G N^^ } la base de K[xq, . . . ^xn\i) duale de celle des 
monomes, et pour c G A.{D) on pose 



E «' (-')' 






AeN^+i ; Ma{\)=c 

Ainsi, pour une forme / = ^;^ f\ x^ G K[xq, . . . , xn]d et un point s G T" on a 

AeN^+i c(iA(D) 

Soit / := /(X^,q) C K[xq, . . . ,xn] I'ideal de definition de Xjx,a ] on voit ainsi que / G Id si 
et seulement si qdf) = pour tout c. Done I'ensemble {qc '■ c G ^(D)} forme une base de 
I'annulateur Ann(/£)) et alors la proposition II. 3 implique 

n.oUx^,.,D)= E %^iog| A ' 

v&Mk ^ ' ' ceA{D) 

Pour V G Mk on a 

loglgel. = logmax{|a^!, : A G N^+\ Ma{X) = c} = max{^,„^(A) : A G N^+\ M^(A) = c} 

oil £rav designe la forme lineaire associee au poids Tav Le fait que les supports des composantes 
non nulles des vecteurs Qc soient disjoints et la proposition III.l entrainent 

log A^c ='y^log\qc\v= Sr^^{XA) , 
c c 

ce qui acheve la demonstration. D 
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Maintenant on enonce et demontre le theoreme 0.1 dans sa version generale, c.-a-d. pour 
un vecteur A quelconque. On rappelle que fijx designe la forme volume sur I'espace lineaire 
L_4 (g)^ M associee a A, voir §1.1. 

Theoreme III. 6. ~ Soit A G (Z")^+i et a e (K^)^+^ Posons r := dim(Q^), alors 

Demonstration du theoreme III. 6 et de la proposition 0.4- — Suppossons pour le moment 
Ijl = Z". Notons que Tav = pour presque tout v, done la decomposition de Hnorm ne contient 
qu'un nombre fini de poids de Hilbert non nuls. On deduit de la proposition precedente et de 
I'asymptotique [Mum77, Prop. 2.11] 

nnoUXA,a; D) = j^^, D^+' + 0{D^) 
(n + ij. 

avec c(X^,„) := 2^ r^ . ^^^ e^<,„(^^)- 

Soit k £ N*, alors [k] Xji^^a = -'^yljfclo puisque [k] X°^ = X°^ ; en particulier deg([fc] X^^q) = 
deg(X_4^Q). On a aussi T[;.]q,^ = krav, ce qui implique c{[k] X^^^) = k ■ c(X_4^q,). De plus 

77,-1-1 

< h{[k] X^,„) - c{[k] X^,„) < -^ log(iV + 1) deg(X^,„) , 

grace a I'encadrement (II. 8), done c(X_4q,) = deg(X_4Q,) lim - — - — ;--- — — — - = h{Xji^a). On 

' fc^oo A; deg([fcj A^,Q,) 

conclut par application de la proposition III.l. 

Considerons maintenant le cas general. Soit rj -.W ^^ M" une application lineaire injective 
definie sur Z telle que r/(Z'') = L^. On pose hi := rj^^^Oi) G Z"^ puis B := {bo, . . . ,b]\f) G 
(Z0^+\ alors Xb,„ = XA,a [GKZ94, Ch.5, Prop. 1.2]. On verifie ??(Qb) = Qa, ^B,r^. = 
'&A,Tc,v o ^ et r]*ipA) = dxi ■ ■ ■ dxr, d'oii 



/ ^B,r„„ dxi--- dXr = / 'dA,T^y /W^ 

Jqk Jqa 



'Qa 
On a Lg = ?7~^(L_4) = F , ce qui nous ramene au cas precedemment considere. D 

Alternativement, on pent reformuler le theoreme 0.1 en 

h{XA,a) = {n+l)\ / OA,a dxi---dxn 
JQa 

avec 9A,a '■= 2. ~rfp — j^'^A,Tav- Cette fonction est concave et affine par morceaux, car elle 

est somme d'un nombre fini de fonction de ce type ; de plus 9A,a est a valeurs positives : pour 
< i < iV on a T?^,ra„(fli) > log \ai\v et done 

^-^ [K, : Q,] ^ 
b^AoK) > 2^ r^^ .Qi log|ai|^ = 

par la formule du produit. De la on deduit ^^,a(x) > pour tout x G Qa-, a cause de la 
concavite. 
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Exemple III. 7. — Soit A := (oq, • • • , otv-i, ^Af) G (Z")^+-'^ tel que L_4 = Z" et Q^ = 
Conv(ao, . . . ,aAr_i), et soit aussi a = (1, . . . , I, on) G (K^)'^^^. Pour chaque v G Mk on a 



/ '&A,T^v dxi--- dxn = — — - 
Jqa ^ + 1 



Vol„((5^) logmaxjl, \aN\v} 



1 



n + 1 



Vol„((5^) log|a| 



d'ou 



hi^A,c) = n\ \o\n{QA) Ha) = deg(X^,Q) h{a) . 

Par exemple, considerons la courbe plane C C P^, adherence de Vimage de T^ -^ P^, s i-^ (1 
3s : s ). Les figures suivantes montrent les polytopes associes et leurs toitures : 



log(3) 




^; = oo 



et 'dy =Q pour v ^ oo, 3 ; done h{C) = 3 log(3). 



-log(3) 




v = 3 



Get exemple contient le cas des hypersurfaces binomiales, qui est toutefois plus simple a 
traiter directement. Soit f = x^ — Xx € K[xo, . . . ,xn] une forme irreductible, alors pour 
chaque place archimedienne v € M^ on peut calculer la mesure de Mahler correspondante a 
I'aide de la formule de Jensen, on a ^iv{f) '■= l^ix"" — \\\vX^) = logmaxjl, |A|t,}. Ainsi 



HZU)) 



veM 



[K,: 



K 



[K: 



/".(/) + 



[K, 



^ \K: 



\og\fU = h{{l:\)) . 



Maintenant soit [-1] : (P^)° -^ (P^)°, {xq : ■ ■ ■ : xn) ^ {xq^ ■ 



^N 



) r application 



d'inversion. On obtient une expression pour la somme de la hauteur de ^yi,a et de sa variete 
symetrique, dont les termes locaux sont des volumes de polytopes : 



Corollaire 111.8. — Soit A € (Z")^+i tel que La 



etae (/i:^)^+S alors 



HXA,a)+k[--^]XA,a) = {n+l)l Y. %:^VoWl(QAr.J • 

Demonstration. — On a [— l]^^,a = -'^yij-iia et T[-i]a v = —Tav ', le resultat est done une 
une consequence immediate du theoreme 0.1 et du corollaire III. 3. D 

Considerons un espace ambiant T muni de la hauteur normalisee h,, relative aux plonge- 
ment t : T^ ^^ P^ ~^, composition de I'inclusion T^ ^^ (P^)^ avec le plongement de Segre 
(P^)^ ^^ P^ ~^, voir § 1.2. Le plongement l est equivariant, done pour une sous- variete 
Y C T^ on a hi^(Y) = hpN{i{Y)) d'apres la proposition I.l. De plus, notons que cette hauteur 
est invariante par rapport a I'inversion : on a [— l]y = (t(Y) oil a : {{xi : yi), . . . , (xjv : 
un)) ^ ((yi : xi), ... , {yN ■■ xn)), done K{[-1] Y) = K(Y). 

Soit maintenant B= {bi,...,bN) G (Z")^ tel que Lg = Z'^ et /3 = {Pi,...,Pn) G {K'')^ . 
Considerons I'application monomiale 

T"^T^ , s^{P,s'\...,PNs'n 
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et posons Yg^^ C T son image. On verifie alors que 5(^8, /?) C P est la variete torique 

correspondant aux vecteurs 

Y,bi ■■ IC{1,...,N}) G 



7ny2'' 



iei 



(Ha : /C{l,...,iV}) e{K 



x\2'' 



i<=I 



Pour V € Mk et i = 1, . . . , N on considere le segment Pj„ := Conv(0, (6j, log |/?j|v)) C M""*"^ ; 
ainsi le polytope associe a la variete torique s{Yis^/3) pour la place v est donne par la somme 
de Minkowski -Pq « + ■ • • + Pn v Le coroUaire III. 8 entraine 



(III.3) 






\oln+liPo,v + ■ ■ ■ + Pn,v) ■ 



l^3 



Scgrc 



image 



Comme illustration de cette formule, considerons la courbe C C T^ ^^ (P ) 

1 3 

de I'application s i—^ (2 s, — s, — s). Les figures suivantes montrent les segments Pi^v (en trait 

discontinu) et les polytopes associes, pour chaque place v G Mn ■ 









log(3) -_ 


z- 




log(2) - 
og(3/2) - 




\ 


-log(2) - 




y^ 


-log(3) r 


^w^^ 





f = 00 



log(2) 



-log(2) 




V = 2 



log(3) 



-log(3) 




V = Z 



W • \ h 



V / 00,2, 3 



done h,{C) = 6 log(2) + 6 log(3). 



IV. Sur quelques constructions standard 

Dans la suite nous etendons les resultats de la section precedente au cas d'un tore muni 
de plusieurs plongements monomiaux. D'abord, on introduit les multipoids de Chow et on 
etablit ses proprietes essentielles ; notre approche s'appuie sur les formes resultantes d'ideaux 
multihomogenes, deja considerees au paragraphe 1.2. 

Puis, on introduit la notion d'integrale mixte d'une famille de fonctions concaves. On montre 
ensuite que le multipoids du tore T" relatif a plusieurs plongements monomiaux s'ecrit comme 
une integrale mixte. Finalement, on explicite la multihauteur normalisee de T" relative a des 
plongements monomiaux. Cette multihauteur se decompose comme somme de contributions 
locales, chaque terme etant I'integrale mixte de I'ensemble de fonctions concaves et afhnes par 
morceaux associees a ces plongements monomiaux, pour la place v E Mk correspondante. 

On etudie egalement le comportement de la famille de fonctions 0^,o par rapport a d'autres 
constructions : decomposition de X_4^q en orbites sous Paction *_4, formation de joints, produits 
de Segre et plongements de Veronese. 
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IV. 1. Decomposition en orbites. — Soit A G (Z")^^-'^ et a € (K^)'^^^, les orbites de 
Taction *^ sur Xj^^a sont en correspondance avec I'ensemble F{Q_a) des faces du polytope Q_a. 
Pour chaque face P on considere un point ap := (ap^o : • • • : op^at) G P defini par apj := a^ 
si ttj G P et ap j := sinon ; la bijection est donnee par [GKZ94, Cli. 5, Prop. 1.9], [Ful93, 
§ 3.1] 

P ^ XXa,P ■= T" *A ap C P^ . 
On a la decomposition X_4^q, = ^Aa Pi posons N{P) := Card{i : Oj G P} — 1 et 



A{P) = {ai : Oi G P) G (Z")^(^)+i , a(P) := (a, : a. G P) G (K 



XNAf(P)+l 



On verifie que X°^ a p '^ ^^ ^^^ I'orbite principale d'une variete torique contenue dans un 
sous-espace standard E = p^(^). Restreinte a ce sous-espace, elle s'identifie a la sous- variete 
-^MP) a(P) ^ P ' \ de dimension egale a la dimension (reelle) de la face P. 

Finalement, chaque orbite est en correspondance avec une certaine face P du polytope Qa- 
Similairement la famille de fonctions QA(P),a(P) s-ssociee a I'orbite, est la restriction a la face 
P de la famille QA,a associee a Paction *a et au point a : 

Proposition IV. 1. — Pour chaque v G Mk on a '&a(P),t (p\ — ''^A,Tav\p ■ 

IV. 2. Multipoids de Chow. — On se place a nouveau sur un corps de base K algebri- 
quement clos. Solent X une variete (non plongee) de dimension n et (pi : X ---^ P^» des 
applications rationnelles, plongements sur un ouvert dense de X {i = 0, ...,n). On pose 
$ : X — > nr=o^^'' ^ '"^ (9^0(3^)5 ■ ■ ■ iVn{x)), et on considere la forme resultante 

Res^o,...,^n := reSeo,...,e„ (/(^(^))) G ]K[C/o, . . . , t/„] 

de I'ideal premier multihomogene I{^{X)) C ]K[a;o, . . . , Xn] d'indice eo, • • • , Cn, dans la notation 
du paragraphe 1.2. 

Definition IV. 2. — Soient tq G M^"^"*^, . . . ,r„ G M^"'^-'^ des poids et t une variable addi- 
tionnelle. Le multipoids de Chow de X relatif a (c^O) '^0)) • • • > ifm Tn) ^st 

ero,...,r„{fo,---,fn;X) :=degt{Res^o,-,'Pnit'^''Uij ■ 0<i<n, < j < Ni)) gM . 

Remarquons que pour tq :=(!,..., 1) et Tj := pour I < i < n, 

ero,...,r„(v5o, ...,^n;X) := dcg^^, (Res<^„,...,^„) 

ne depend pas du plongement 999 [RemOla, Prop. 3.4] ; c'est le multidegre de X relatif a 

991,... ,V3„. 

Soient ip : X ^ P^, ip : X —^ P^ des applications projectives, on pose 

(^eV':X-p(^+')(^+')-' 

la composition de X — > P^ x P^,x 1— > {ip{x),'tp{x)) avec le plongement de Segre. On obtient 
ainsi une structure de semi-groupe commutatif sur I'ensemble des applications projectives de 
X. Pour r G M^+\ uj G M^+i on pose t ® uj := {n + ujj : 0<i<N, 0<j<P)e 
f+i)iP+i)^ ainsi (99, r) e(V',^) := (if ® ip , t ® to) . 
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Lemme IV. 3. — 

(a) L'application {{(po,To), . . . , {ipn, t„)) i— > eT-o,...,T„('/5o, • • • , fn', X) est symetrique et lineaire 
en chaque variable par rapport a © ; 



n 



(b) er,...,ri(p,---,'f;X) = CriipiX)) 

(c) ero,...,rAm,---,Vn]X) = --——-^Y,{-l)'''+^'^ ^ e,,^e-er,^. (v^io ©' ' '©V'i, W) • 

^ '' j=0 0<iQ<---<ij<n 

Le niultipoids de Chow generalise done le poids de Chow considere au § III.l. La partie (c) 
permet de raniener le calcul des niultipoids de Chow a celui de poids de Chow standard. 

Demonstration. — La symetrie est evidente, puisque la forme Res^ov.Vn ^^^ symetrique (a 
un facteur scalaire pres) par rapport aux permutations des variables. Done pour la partie (a), 
il suffit d'etablir la linearite par rapport a la premiere variable. 

Soient ip : X --->■ P et ip : X --"^ P des plongements sur un ouvert dense de X, et 
r € M^+^, u) € M^'^^ des poids. Soient x = {xq, . . . , xn} et y = {yo, • • • , yp} des coordonnees 
homogenes pour P^ et P^ respectivement, et notons X^^^ I'image de l'application 

X^P^ XP^XP^I X ••• XP^" , S^ {ip{s),i>{s),ipi{s),...,ipn{s)) 

et I^^^ C K[x,y,xi, . . . ,Xn] son ideal. Considerons maintenant des groupes de variables V = 
{Vo, '..., Vn}, W = {Wo, ..., Wp} et posons V ■ W := {ViWj : < i < N, < j < P}. On 
a la factorisation [RemOla, Prop. 3.5] 

reSe+e',ei,...,e„(-^^,v)(^ ■W,Ui,..., Un) 

(IV.l) = A • reSe,ei,...,e„(^v',^)(V', Ui,...,Un)- reSe',ei,...,e„ (^v',^)(W^, Ui, . . . ,Un) ^ 

ou e, e', ei, . . . , e„ designent les vecteurs de la base standard de M""''^ et A un element de K^ . 

On verifie reSe+e',ei,...,e„(-^<^,V') = Res^^^^i^^^...^^^ ; cela vient de la theorie des formes resultan- 
tes et pent se demontrer avec des arguments tres proches de ceux de [RemOlb, pp. 102-103]. 
Similairement 

pour obtenir cela il faut en plus tenir compte du fait que les projections naturelles P x P x 
nr=i ^^' ^ P^ X nr=i ^^^ et P^ x P^ x nr=i ^^^ ^ P-^ x nr=i ^^^ sont des plongements 
sur un ouvert dense de X^p^^. 

Soit maintenant U = {Uij : 0<i<N, 0<j< P} un groupe de (A^ + 1)(P + 1) variables. 
On deduit de ce qui precede et de la factorisation (IV.l) 

er(Suj,Tu-,r„if®ip,Vi,---,<^n;X) = dcgj (Res<^®^,^,,...,<^„ (r®*^ ?7, T^ [7i,...,r"[/„)) 

= deg, (Res^ev,^i,...,vn((i" V) ' (*" W),t-^ Ui,.. .,t--Un)) 

= degj (Res^,^i,...,^„ (r V,t^^Ui,..., T" Un)) + deg^ (Resv,^i,...,vn {t"" W,t^^Ui,..., T" [/„)) 

= er,Tu...,TAV,^l,---,V>n;X) + eu;,ru...,TAi^,^l, ■ ■ ■ , Vn] X) . 

Passons a la partie (b), soit / C K[xo,...,x„] I'ideal de I'image du morphisme X — > 
(jpNyi+i^ s I— > {ip{s) , . . . , ip{s)) , on sait que reSeo,...,e„(-^) = elime(,,...,e„(-^)-'^ pour une cer- 
taine puissance / > 1, ou elime,),...,e„(-?^) designe la forme eliminante de / d'indice cq, • . . , e„, 
voir [RemOla, p. 74]. Or, par definition, cette forme eliminante coincide avec la forme de 
Chow de ^p{X) C P^. 
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En outre deg[7.(reSeo,...,e„(^)) = deg{(p{X)) [RemOla, Prop. 3.4], d'ou reSeo,...,e„(^) = 
Ch ,-^y On en conclut er,...,T{v, ■ ■ ■ ,^',X) = er{^{X)) car les definitions respectives coin- 
cident. 

L'alinea (c) s'ensuit formellement de ces proprietes et de I'identite algebrique 

n 

(IV.2) (n + 1)! L{zo, . . . , z„) = Y^i-^T^'"' E ^(^*o + ■ ■ ■ + z^,) 

j=0 0<io<--<ij<n 

valable pour une fonction multilineaire symetrique L sur un semi-groupe abelien (S, +) quel- 
conque et i{z) := L{z, . . . , z), et qu'on laisse au lecteur interesse le soin de demontrer. D 

IV. 3. Multihauteurs des plongements monomiaux. — Soient /:(5^Met(/:i?— >M 

des fonctions concaves definies sur des ensembles convexes Q,R C M" respectivement. On pose 

/ffl(7:(5 + i?— >M , X 1-^ max{/(y) + (7(z) : y & Q, z £ R, y + z = x} , 

qui est une fonction concave definie sur la somme de Minkowski Q + R; on obtient ainsi 
une structure de semi-groupe commutatif sur I'ensemble des fonctions concaves. Par la suite 
on supposera que toutes les fonctions concaves considerees sont definies sur des ensembles 
convexes compacts. 

Definition IV. 4- — Pour une famille de fonctions concaves fo:QQ^M,...,fn'- Qn -^ ^ 
I' integrale mixte (ou multi-integralej est definie via la forniule 

n .. 

Mi(/o,...,/„):=E(-ir^'"' E / h,m---mu^dxi---dxn . 

j=0 0<io<---<«j<n '3»o+-+'9»j 

Cette notion est proche de celle de volume mixte (ou multi-volume) MV((5i, . . . , Qn) d'une 
famille d'ensembles convexes Qi, . . . , Qn C M", dont une definition possible est 

n 

MY{Qi,...,Qn):=J2(-^T~' E ^oln{Q^, + ■■■ + Q^,) . 

j=l l<ii<---<ij<n 

On salt que ceci generalise le volume d'un ensemble convexe, car on a MV{Q, . . . ,Q) = 
nWolniQ)- Le volume mixte est symetrique et lineaire en cliaque variable Qi par rapport a 
la somme de Minkowski. On renvoie a [CL098, § 7.4] pour les proprietes de base de cette 
notion. Souvent on notera MV„((5i, . . . ,Qn) pour souligner qu'il s'agit du volume mixte n- 
dimensionnel. 

Les proprietes analogues de I'integrale mixte sont resumees dans la proposition suivante. 
Pour une fonction concave f : Q ^>M et n < min(/) on consider e le polytope 

Q/,^ := Conv(Graphe(/),g X {^}) = Conv{{x, f{x)),{x, ft) : x e Q) C IR"+^ ; 



on a 

'Q 



/ fdxi--- dxn = Vol„+i(Q/,^) + fiYolniQ) . 
JQ 



Proposition IV. 5. — 

(a) MI(/o, . . . , fn) est symetrique et lineaire en chaque variable fi par rapport a 

(b) MI(/,...,/) = (n + l)! f fdxi---dxn ; 

JQ 

(c) Mlifo,...,fn)>0 pour fo>0,...,fn>0 ; 
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(d) Soit /ij < min(/j, 0) pour i = 0, . . . ,n, alors 

n 

MI(/o, ...,/„)= MV„+l(Q/o,^o, • • • , Qfn,f.J + XI -"* MV„(Qo, • • • , Q^-l,Q^+l, ■■■,Qn) • 

i=0 

La notion d'integrale mixte generalise done celle d'integrale d'une fonction concave. La 
partie (d) montre qu'on pent en ramener le calcul a celui de volumes niixtes (et done de 
volumes standard). 

Demonstration. — Pour la partie (a), la symetrie de I'integrale mixte est claire a partir de 
sa definition. En outre, la linearite et la positivite (alinea (c)) sont immediatement verifiees a 
partir de (d), de I'identite (IV.3) ci-dessous et des proprietes analogues pour le volume mixte. 
Pour (b), on verifie E^^o/ (0 + ^)x) = {j + 1) /(x) pour tout x G Q grace a la concavite de / ; 
cet alinea est done une consequence de la formule (elle-meme consequence de I'identite (IV. 2) 
appliquee a (5, +) := (M, +) et L{zo, . . . ,Zn) ■= zq- ■ ■ Zn) 



(n+i)! = x;(-ir^-^("+')(j + i) 



Pour la partie (d), soient /iQ^Met^fr-R^M des fonctions concaves et /U < min(/), 
V < inm{g). On verifie alors li + v < min(/ ffl g) et 



(IV.3) QfSg,/i+iy = Qf,fi + Q 



9,1^ ' 



c.-a-d. f S g est la parametrisation de la toiture de la somme de Minkowski <5/,^ + Qg,u- Soit 
maintenant fii < min(/j,0), on en deduit 



/ 

Jc 



fi,,m---mfi^dxi---dxn = Voi„+i(Q/^ H...H/,,^^ +...+^ J 

(IV.4) +{fii^ + ■■■ + Mi,) Vol„(Qi„ + --- + Qi 



-VoU+i((Qi„ + [0, -fii,]) + ■■■ + (Qi^ + [0, -MiJ)) 



'j '^S- • 



ou Ton designe par Qi^ et [0, — /UjJ I'image de ces polytopes par les inclusions de M" et de M 
dans M"'^^ via (xi, . . . , x„) i-^ (xi, . . . , x„, 0) et x i-^ (0, . . . , 0, x), respectivement. On deduit 
de la et des definitions de I'integrale mixte et du volume mixte 

MI(/o, . . . , /n) = MV„+i(Q/o,^„, • • • > Q/n,Mn) - MV„+i(Qo + [0, -fio], ...,Qn + [0, -Mn]) . 

Comme consequence de la formule (IV.4), on voit que ce dernier volume mixte est une forme 
lineaire en fiQ, . . . , m„, c.-a-d. 

MVn+l{Qo + [0,-tJ-o],...,Qn + [0,-fJ-n]) = ^i ^i H h ^n /U„ , 
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et on a ylj = MYn+i{Qo, ■ ■ ■ , Qi-i, [0, 1], Qi+i, ■ ■ ■ , Qn)- En applicant la definition du volume 
mixte on trouve 

n 

^i = E(-l)"^''' E VoWi([0,l]+Q,, + --- + Q,J 

j = 0<ii<---<ij<n 

n-1 ^e^'' 

+ J^(-i)«+i-^- Yl VoWi(Q,„ + • • • + Q.,) 

J=0 0<io<-<!j<n 

n-1 



^(_l)n+i-, ^ Vol„(Q,„ + ... + Q,^. 



jf = 0<io<- ■<ij<n 

= —MVn{Qo,---,Qi~l,Qi+l,---,Qn) , 

par le fait que Qo + • ■ ■ + Qn est de dimension n et done de volume n + 1-dimensionel nul, et 
Vol„+i([0, 1] + Q) = Vol„(Q) pour Q C M". D 

Revenons au cadre monomial : Soit 

des vecteurs tels que L^, = Z" pour tout i et tq G ]R^o+\ . . . , r„ G IR^"+i. Soit if a, : T" ^ P^^ 
le plongement associe et i^Ai,Ti '■ QAi — > IR la fonction affine par morceaux correspondante, 
pour i = 0, . . . , n. La proposition suivante explicite le multipoids de Chow du tore T" relatif 

Proposition IV. 6. — e^o,...,^„(c^^„, . . . , v?^„; T") = MI(t?^„,^o, . . . ,^^„,^„) . 

Demonstration. — Solent B = %,..., h^) € (Z")^+i, C = (co,...,cp) G (Z")^+i des 
vecteurs et posons 

B®C:={hi + Cj : Q<i<N,^<j<P) G (Z")(^+i) (^+i) . 

On verifie c/9g (B '.pc = Vb®c- Similairement, pour des poids r G M^^^ et oj G M^+^ on verifie 
'd]3,T ffl "^Cu) = '&B(BC,T®u)- Le resultat est done une consequence directe du lemme IV. 3(c), du 
cas non mixte (Proposition III.l) et de la definition de I'integrale mixte. D 

Soit maintenant qq G (i^^)^o+\ . . . , a„ G (KX)^"+i et notons v?i : T" ^ P^" le plonge- 
ment monomial associe au couple [Ai, Oj), pour i = 0, . . . , n. On demontre enfin le theoreme 0.3 
explicitant la multihauteur normalisee 

h{{Ao, ao), ■ ■ ■ , {An, a„); T") := /J(v9o, . . . , v^n; T") 

du tore T" relative a ces plongements, en termes d'integrales mixtes. Pour chaque v G Mk on 
note 'di^v '■ QAi ^ K la fonction parametrant la toiture du polytope Qi^v C W^'^^ associe au 
vecteur Ai et au poids r^ . ^ . 

Demonstration du theoreme 0.3. — Soit /3 G (K^) ~^^ et 7 G (K^) '^^ et posons 

(3(^^:= [p-jj : 0<i<N, 0<j <P) G (i^x)(^+i) (-^+1) . 

On verifie sans peine yjg^^ © ipc,y = </'e®c,/3®7 pour des vecteurs B G (Z")^^-'^ et C G (Z")^+^. 
Posons ^ := (^o, • • • > -^n) et a := (ao, • • • , a^), on considere alors I'application 

'^A,a : T" -^ P^o X • • • X P^" , s^ (Ms), ■■■, Ms)) 
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et on note Z := ^A,a{'^"') I'adherence de Zariski de son image. Pour D = {Dq, . . . ,Dn) G 
(N*)"+^ on rappelle le plongement mixta ^z) : P^" x • • • x P^™ ^ P'^ ^o ) y n,^ ) 
introduit au paragraphe 1.2 ; on verifie "^d o ^_A^a = Dqcpq (B ■ ■ ■ ® Dn ^n = ^d-A a®° ^^^^ 
D ■ A:= DqAq® ■ ■ ■ ® DnAn ei a®^ := a^^° • • • a®^". Done "H d{Z) = ^d-A^^^ ^^ ^^ 
appliquant I'identite (1.4) on trouve 

(IV.5) h{Xo.A,a'^o) = h{^D{Z)) = J2 ("" t ^'^^^ ^' • 

Soit V € Mk, la variete torique X/j.^ c P^ '^o ' ^ '^'" ' assoeiee au vecteur D ■ A 
satisfait 

er^^D , (^D-y^) = eD-T^,,...,D-T^, (L> • v?^, . . . , D • (/3^; T") 
avee D • 99^ := Dq 99^p ©•••©£>„ (^^„ et D ■ Tav ■= -Do Tq,, t, ® • • • © D„ r^^ t, = Tq®d ^. La 
symetrie et la multilinearite des multipoids de Chow impliquent 

(IV.6) eD.r^AXD.A)= E (''^^)ec{A,a,v)D'^ 



ceKtl 



ou ec(^, a, f) designe le multipoids de Chow e-rifjT^) du tore T" relatif a 

CO fois c„ fois 



Comme consequence des decompositions (IV.5), (IV.6) et du cas non mixte (theoreme 0.1) on 
deduit 

Cette identite polynomiale etant valable pour tout D € (N*)^+^, on en deduit que les coe- 
fficients respectifs doivent coi'ncider. La multihauteur /i((^0) ckq), . . . , (^ni CKra);'P"') est par 
definition le coefficient de (n + 1)! Dq ■ ■ ■ D^ (correspondant a c = (!,...,!) G N"'^"'^) dans 
cette expression, done en particulier 

/J((A,«o),...,(-4„, «„);¥")= Yl ^f^\V er^,.,...,r^„A^Ao,---,VA.;Tn , 
d'oii on conclut par application de la proposition precedente. D 

jn+l . 
^n+1 ■ 



Remarque IV. 7. — Plus generalement, on a demontre pour tout c G N!^"*" ■ 



CO fois Cn fois 



On illustre ce resultat sur un exemple. Considerons des plongements monomiaux (p : T^ —>■ 

1 Is 

P-*^ , s 1-^ (— : 4s) et ^ : T"*^ ^ P-*^ , s 1-^ (— : — ). La figure suivante montre pour chaque 

V G Mq, les graphes des fonctions dv associees, en trait discontinu pour celles correspondant 
a 93 et V' et en gras pour celle correspondant a la somme ip (B"ip '■ 
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log(2) 
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log(4/3) 
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-log(2) 
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^ /-• 


V - 


-log(3) 


\ 


f'/ 




-log(6) 


- 


1 


log(3) 



oo 





et t9, 



pour V 7^ oo, 2, 3. D'ou 



E 

1^=00,2,3 



'^(p^ip.v ^^ 



'^ip.V ^^ 



ID V "''-*-' 



Remarquons 95(T^) = ip(T'^ 



(2 log(2) - log(3)) + 2 log(2) + log(3) = 4 log(2) 
= pi, done h{ip, ip;T^) = h{tp, V'; T^) = . 



IV. 4. Joints, plongements de Segre et de Veronese. — La classe des varietes toriques 
est fermee par formation de joints, produits de Segre et plongements de Veronese. De plus, 
ces constructions se transportent de maniere naturelle en des constructions standard sur les 
polytopes associes. Dans la suite, on montre que la famille de fonctions @_A,a associee a une 
variete torique se comporte de maniere aussi naturelle par rapport a ces operations. 

Soient X C P^ et y C P^ des varietes de dimension n et p respectivement. Le joint est 
par definition 

X#y = {{vx:wy) : x e X, y e Y, {v : w) e P^} C F^+^+^ . 

Soient i{X) et j{Y) respectivement, les plongements de X et de y via les inclusions standard 
i : P-^ ^^ f>N+p+i g^ j . pP <^^ pAf+P+i^ Lg joint est done la reunion des droites joignant les 
points de i{X) a ceux de j(Y) ; c'est une variete de dimension n+p+1 et degre deg(X) deg(y). 

Soient A = (ao,...,aAf) G (Z")^+^, a = {ao,.. 
(ZP)^+i et p= (/3o, . . . ,/3p) G {K'')P+^ tels que L^ 

A#13 := ((1, ao, Op), . . . , (1, a^. Op), (0, 0„, 6o), . . . , (0, 0^, bp)) G 

On verifie X^,„#X°^^ = {(uipAA^) ■ ^bA^)) ■ s € T", t G T^, u G T^} = X^#B,a#/3 done 

XA,a#Xis^l3 = Xj\^#is,a#l3 ■ 

Posons Q C M" et R C W les polytopes associes a ^ et ;B respectivement. Le polytope 
Qa#B C M"'+p+^ s'ecrit comme I'image de I'application 

JQ,R : [0, 1] X Q X i? ^ M"+P+i , {u, s, t) ^ (n, n s, (1 - u) t) ; 



aN) G (i^x)^+i, S= (6o,...,6p) G 
Z" et Ljs = TjP, on pose alors 

n+p+lNAr+P+2 
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autrement-dit Qa#b est la reunion des segments joignant les points de {1} x Q x {Op} = Q 
a ceux de {0} x {0„} x R^R. 

Soit maintenant 

sjv,p : P"^ X P^ ^ p(^+i)(^+i)-i , {x,y) ^ {x,y, : i = 0, . . . ,N, j = 0, . . . ,P) 

le plongement de Segre. Le produit de Segre X xY d p(^+i)(^+i)-i est defini comme I'image 
par sm,p du produit cartesien de X et F ; c'est une variete de dimension n + p et degre 
("+P) deg(X) deg(y). On pose alors 

AxB := {{a,,b,) : i = 0, . . . ,iV, j = 0, . . . ,P) G (Z"+n^^+'^^''+'^ , 

a®/3 := (a./?, : i = 0,...,iV,i = 0,...,P)G(i^>^)(^+i)(^+i) , 

notons que cette derniere notation a deja ete introduite au cours de la preuve du theoreme 0.3 
dans la section III. Une verification directe montre Xj^^a x ^B,^ = SN,piX_A^^a,XB^/s) = 
XAxB,aisf3 et que le polytope associe QaxB C W^~^p est le produit cartesien Q x R. 
Pour D G N* on pose 

VN,D : P^ - P("^")-1 , X ^ (/ : 6 G <+^) 

le plongement de Veronese de degre D en N + 1 variables homogenes. L'image VN^Di^A,a) C 

(D+N\_-, 

Pv N ) est une variete de dimension n et degre L'"'deg(X). Posons 

V{A) := {boao + --- + bNaN : bG N^+i) G (Z")('^^'') , 



V{a) := (a°« • • • a?7 : 6 G N^+^) G [K' 

On verifie aisement VN,D{^A,a) = -^v{y4),y{Q) ^t que le polytope associe Qv{A) '^ ^" ^st 
I'homothetique DQ. 

Nous collectons dans I'enonce suivant le comportement des fonctions "dy par rapport a ces 
operations. La demonstration suit des observations precedentes, nous laissons les details au 
lecteur interesse. 

Proposition IV. 8. — Avec les notations introduites, pour v G Mk on a 

(a) ^^#B,T„#/3„ ojQ,i?(u,s,i) = «^Ara.('5) + (l-^)^e,T/3„(i) pour u G [0,1], s G Q, i G i? ; 

(b) ^AxB,T^y,^M,t) = ^A,T^As) + ^?B,T/3„(i) pour seQ,teR ; 

(c) ^v{A),Ty(^^ jDs)=D ^_A^ro.^ {s) pour sGQ . 

En calculant I'integrale de ces fonctions on obtient, a partir de cette proposition et du 
theoreme 0.1, des formules pour la hauteur normalisee des joints, produits de Segre et plonge- 
ments de Veronese des varietes toriques. En fait, ces formules sont valables pour des varietes 
quelconques et sont consequence de resultats analogues pour la hauteur projective : 

Proposition IV. 9. — Soient X C P^ et Y C P^ des sous-varietes de dimension n et p 
respectivement, alors 

(a) h{X#Y) = h{X) deg(y) + deg(X) h{Y) ; 

(b) h{X xY) = ("+f 1) h{X) deg(y) + ("+^1) deg{X)h{Y) ; 

(c) h{vND{X)) = D''+^h{X) pour D eW . 
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Demonstration. — Pour la premiere partie on applique I'egalite [k] {X#Y) = {[k] X)#{[k] Y) 
qu'on verifie de fagon directe a partir de la definition du joint. D'apres [Phi95, Prop. 2] 

h{[k]{X#Y)) h{[k]X) , h{[k]Y) , , , 

— +- — .. . . +c{n,p) 



deg{[k]{X#Y)) degi[k]X) degi[k]Y) 

n V -. 

avec c(n,p) := > > — -, 7. En prenant la limite on en deduit 

j=0 j=o ^ ' "* ' ^ 

deg(X#y) HXW) = deg(X#y) ■ lim ''^^^j[^*JJl = h{X) deg(y) + deg(X) h{Y) 

fc^oo k deg [[k\ {X#Y)) 

car deg(X7^y) = deg(X) deg(y). La partie (b) se demontre de la meme fagon, en utilisant 
[k] {X xY) = {[k] X) X {[k] Y) et [Phi95, Prop. 1]. La partie (c) correspond a I'identite (L4) 
appliquee a m := et Dq := D. D 

En general, il est interessant de savoir calculer la hauteur des varietes projectives produites 
par diverses constructions. Comme generalisation des plongements de Veronese, on pent con- 
siderer les applications monomiales (pis,i3 '■ ^^ -^ ^^ ) x 1-^ (/3o x''° : • • • : Pm x'''^ ) avec 
bj G N^+^ et [3j & K^ pour un certain D G N*. 

L'image d'une variete torique par une telle application est aussi torique : soit A G (Z")^^^ 
et a G P^, alors 

ovlC = (co, . . . , Cm) G (Z"')^+-^ avec Cj := Mj!^{hj) =hjQaQ + • ■ ■ + bjN cin, et 7 = ^e,/3(ci) = 
{Po a^" : • • • : Pm a^*^) G P^. Remarquons que lorsque la classe des varietes toriques est fermee 
par ces constructions, elles sont de bons candidats pour tester des formules conjecturales. 
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